LISTA DE EXERCICIOS 4 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do G. Folland e das notas de Joao Barata'. (F. X, ex.Y) indica
o exercicio Y do capitulo X do livro do Folland e (B. X, ex.Y) indica o exercicio Y do capitulo X das notas de J.
Barata.

1. EXERCICIOS PARA ACHAR A FUNQAO DE GREEN PARA PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Exercicio 1. Este exercicio pode ser util para determinar as solu¢oes dos problemas abaixo:
. ~ m m—1
Seja dada a equacao ‘fwlf (x) + am_lﬁ () + ... + agu (z) = 0.
a) Mostre que e** é solugdo da equagdo acima se A é raiz de A™ + a,, 1 A™ " + ... + ag = 0.
b) Mostre que, para a equagao % (z) + a1% () + apu (z) = 0, se A2 + a1\ + ag = 0 tem apenas uma raiz A,

isto 6, A2 + a1 A + ag = (A — Ag)?, entdo e e te™! sdo solugdes do problema.

Resolucao: _
a) Basta observar que % (e*) = Me . Desta maneira, se u (z) = e**, temos
dm dm—l
dsc% (x) + amﬂdeff () + ...+ agu(z) = ()\m Fam AT L+ ao) e,

Logo se \ é raiz de A + a1 A™ ! + ... + ag = 0, entdo e’ & solucdo da equacio.
b) Neste caso, temos A2 + aj A +ag = (A — )\0)2 = A2 - 2Xg\ + A2. Logo a; = —2Xg e ap = A3. Logo
d

d? _
(15 @)~ 2ot () 433 ) 7 = (4 - 2 4 28) 7 =0

d? d
(dJZQ ({E) — 2)\0% (.’ﬁ) + )\g) xe)‘ow = ()\()ekox + )\(]EAO;E + )\(Q)xe’\ox — 2)\()6)\0w — 2)\%%6)\0I + Agfﬁekom) =0.

Exercicio 2. (F. 10.1, ex.2.1) Ache a fun¢do de Green do problema abaixo:

v +4u +4u=f
u(0) =4 (0)=0

Resposta: G(z,y) = (z —y) e V) (H (z —y) - H (~y))
Para achar a funcao de Green, vamos resolver
vl +4vi +4vo =0
Vo (0) =0
v (0) =1
Vamos procurar solugdes da forma vg(z) = e . Substituindo na equacio, obtemos

A2eM 4 AN +4eM =0 = (NP +4N+4) 2t =0.

Logo devemos ter A2 +4XA+4 = 0, ou seja, (A +2)> = 0. Logo e~ 2 & solucdo. Pelo exercicio 1) vemos que te~2 ¢
outra solugdo. Logo vg (t) = Ae=%' + Bte=2t. Como vy (0) = 0, concluimos que A = 0. Logo vg (t) = Bte=2t. Como
v} (0) = 1, concluimos que B = 1 e vy (t) = te™ . Assim, v, (t) = v (t —y) = (t —y) e 2% Logo a funcio de
Green ¢ igual a G(t,s) = (t —s) e 2(=%) (H (t — s) — H (—s)).

Exercicio 3. (F. 10.1, ex.2.2) Ache a fun¢do de Green do problema abaixo:

u” +9u +20u = f
w(0)=u'(0)=0

thttp://denebola.if.usp.br/ ~jbarata/Notas _de aula/arquivos/nc-capl8.pdf
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Resposta: G (z,y) = (674(””77”) - 675(‘1’7?’)) (H(z—y)— H(-y))
Para achar a fun¢ao de Green, vamos resolver
vy +9v5 4+ 2009 = 0
Vo (0) =0
v (0) =1
Vamos procurar solugoes da forma vg(z) = e**. Substituindo na equagio, obtemos
A2eM 4 9NN + 20N =0 = (A*+9\+20) 2> =0.

Logo devemos ter A2 + 9\ + 20 = 0, ou seja, (A +4) (A+5) = 0. Logo e~* e e~5! sdo solugdes. Logo vy (t) =
Ae=* + Be=5!. Para satisfazer as condigoes vy (0) = 0 e v} (0) = 1, devemos ter A = 1 e B = —1. Logo
vo () = e ¥ — 75 Assim, v, (t) = v (t —y) = e 4 — ¢75(=V), Logo a funcdo de Green ¢ igual a G (z,y) =
(e He=9) — =50 () ~ H (~3).

Exercicio 4. (F. 10.1, ex.2.3) Ache a fun¢ao de Green do problema abaixo:

u® fu=f
{ u(0) =v (0) =u" (0) =w"(0) =0
Resposta: G (z,y) =v(z—y) (H (x —y) — H (—y)), em que

ax

v(z) =a® [e“ﬂc (cos (ax) — sen (ax)) + e~ " (cos (ax) + sen (ax))] ,

ea=2"2.
Exercicio 5. (F. 10.1, ex.2.4) Ache a fung¢do de Green do problema abaixo:
22" + o’ +2u=f
u(l)=u4(1)=0 ~’
para xz > 0.
Resposta: G (z,y) = (z7' —y2™2) (H (x —y) — H (1 —y)).
Para achar a funcao de Green, vamos resolver
xzvg +4xvy, + 20, =0
vy (y) = (1)
/ —
Vamos procurar solugdes da forma v, (z) = z*. Substituindo na equacio, obtemos
PAN-1) 222+ dzdad T 4220 =0 = MDA =1)+4 +2)z* =0.
Logo devemos ter A2 +3\+2 = 0, ou seja, A = —1 ou A = —2. Assim, v, (z) = az~* +bz 2. Usando as condigdes
iniciais, vemos que

—ay~? -2y =%

{ ay ' +by 2 =0
y

Logo a =1 e b = —y. Portanto v, (z) = % — %. A solugdo do problema sera, entdo
w(@) = [ v @dy= [ v @) (H -y - =) dy
1 —o00

Logo a funcéo de Green é igual a (1 — %) (H (z —y) — H (1 — y)).

2. EXERCICIOS PARA ACHAR A FUNQAO DE GREEN PARA PROBLEMAS DE CONTORNO

Exercicio 6. (B. 18, ex.18.1, 18.2, 18.3) Verifique que o problema:

a) ‘527’; () =0 com «/(0) =0 e w/(1) = 1 ndo tem solugao.

b) g%‘ () =0 com ' (0) =0 e «/(1) = 0 tem infinita solugdes.

c) % (z) +u(z) =0 com u(0) = a e u(r) = b tem infinitas solucdes se a = —b e nao tem solugdo se a # —b.

Resolucao:

a) Vemos que se ji—g () =0, entdo u (x) = ax + b. Como ' (0) =0 e u/(1) = 1, concluimos que a =0 e a = 1.
Absurdo.

b) Toda fun¢do constante é solu¢do do problema.
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c) Se 3;;( ) +u(xz) = 0, entdo u(x) = Acos (x + ¢).
—Acos (¢) = b. Logo para se a # —b, temos uma contradigdo e ndo existem solugoes.
Zos(3) €08 (x + ¢) é solugdo para qualquer que seja ¢.

Logo u (0) = Acos(¢) = a e u(x) = Acos(m+ ¢) =

Se a = —b, entao

Exercicio 7. (B. 18, ex.18.22) Determine explicitamente a fungido de Green para os seguintes problemas:

a) flwg (x) = f(x), com u(0) =0 e u(l) =1.
b) £% (x) = f(x), com u(0) = 0 e u'(1) = 0.
©) i (@) = f(), com u(0) =0 e u(1) + /(1) =
d) %(x +u(z) = f(z), com u(0) =0e (1 ):
e) 4 (22 (2)) = f(z), com u(1) =0 e u(e) = 0.
Resposta:
a) Note que a condigao de contorno correta é u(1) = 0.
Vemos que
s (96) =
u(0) =
tem solugdo vy (z) = = e que
G (@) =0
u(l)=0
tem solugdo vy () =z — 1. Logo W () = vg () v} () — v} (z) vy () =z — (x — 1) = 1. Logo
_ € (y - 1)3 T < )
G(x’y)_{ yz—1),z>y
b) Vemos que
G (@) =0
u(0)=0
tem solugdo vg (z) = = e que
2 () =0
w(1)=0
tem solugdo vy () = 1. Logo W (z) = vg (z) v} (z) — v{ (x) v1 (x) = 1. Logo
_ T, x <y
Glo)={ 225V

c¢) Vemos que

u(0)=0
tem solugdo vy (z) = = e que
d?u
dz2 (r) =0
w(l)+u (1)=0
tem solugdo vy (x) = —4 4+ 1. Logo W (z) = vg () v} (x) — v (z) vy (2) = =42 — (—32 + 1)
T (1y 1) T <y
G(x,y) =
(.y) { yéx 1), z>y
d) Vemos que
2 (@) +u(x) =0
u(0)=0
tem solugdo vg (z) = sen(x) e que
2
G (1) =0
uw(1)=0
tem solugdo vy (z) = cos(x — 1). Logo W (z) = sen (x) sen (x — 1) + cos () cos (x — 1) = cos (x — 1 — x) = cos (1).
Logo
sen(z)cos(y—1)
T os) T <Y
G (x’ y) = sen COCSO(;)(Ef
el x>y
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e) Se - (29 ()) =0, entdo 2% (z) = C e u(z) = Cln(z) + D. Vemos que

tem solugdo vg (z) = In (z) e que

d du

tem solugdo vy (z) = In (z)—1. Logo W (z) = In(z) 1 — L (in(z) — 1) = 2. Como ps (z) = z, j& que L (z2% (2)) =
x% (z) + 2 (x) conclufmos que

—~

[ ln(z)(In(y)—1),z<y
G(x,y)—{ ny)(n(z)—1),z>y

Exercicio 8. (B. 18, ex.18.23) Determine explicitamente a solu¢do dos cinco problemas acima no caso em que

flx) ==

Exercicio 9. (B. 18, ex.18.20) Determine a fungdo de Green para o seguinte problema de Sturm: v’ (z) = f(z),
com ayu(a) + agu'(a) = 0, S1u(b) + B2u'(b) = 0, com x € [a,b], a < b. (Suponha que a1, ag, B e B2 sdo valores
que permitam a construcdo de fungoes de Green)

Exercicio 10. (F. 10.1, ex.2.5) Ache a func¢do de Green do problema abaixo:
{ 22" —2zu' +2u=f

(m—rQ)(Q—TJ)

L parazx <
Resposta: G (z,y) = (295_523)(1—7;) ’ ’

4= parax >y

y
Procurando solugdes da forma u (z) = 2*, obtemos A (A — 1) —2XA + 2\ = A2 —=3XA + 2\ = (A — 1) (A — 2). Logo
u(z) = ax + bx®. Logo
v — 2zu’ 4+ 2u =0
{ u(l)=0

2

tem solugdo vy () = z* — 2. Vemos também que

22u" —2zu’ +2u =0
u(2)=0

tem solucdo vy (z) = 22 — 2x. Logo
W(z)=(2"—2) 2z —2) — 2z —1) (2* — 22) =

22% — 222 — 222 + 22 — 223 + 4x? + 2% — 22 = 22

Logo
22—z 2
()Z/M’ parar <y
G(myy) = (zz—Qm)(yz—y)
BT S— parax >y

Exercicio 11. (F. 10.1, ex.2.6) Ache a func¢do de Green do problema abaixo:
uw' + M2U — f
uw(0)=u (%) =0~
em que ;4 # 1,3,5, ...
Resposta: G (z,y) = —sen (ux_) cosp (x4 —
A solucao geral da equacdo u” + pu=0¢éu

ol
3
SN—
\
=
N
S
V)

1
(3
x) = Acos (ux) + Bsen (ux). Logo
2
u

o ——
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tem solugdo particular vz (z) = cos (u (z — i7)). Logo

W (2) = —psen (uz) sen (M (a: _ ;77)> _ pcos () cos (u (x _ ;ﬂ» — _jicos (;M) .

Logo
_sen(,u‘m)cos(l,u‘(yf%71'))7 paraz < y
a (.T ) - ucos(iuw)
Y) = sen(,uy)cos(# If%ﬁ)
— icos(Lpir) , parax >y

Exercicio 12. (F. 10.1, ex.2.7) Ache a funcdo de Green do problema abaixo:

u + ,LLQU — f
u(0) =0eu (1) =—u'(1) ~’
em que tan (u) + p # 0.
Resposta: G (z,y) = sen (px_) [senp (x4 — 1) — pcos (x4 — 1)] / (usenp + p?cosp).

3. EXERCICIOS PARA ACHAR A FUNQAO DE GREEN PARA PROBLEMAS DE CONTORNO COM CONDIQ()ES NO

INFINITO.

Exercicio 13. (F. 10.1, ex.2.9) Ache a func¢do de Green do problema abaixo:
uw' + M2U — f
u(0) = u(oc0) =0
em que I'm(u) > 0. ‘
Resposta: G (z,y) = — sen(uz_ )"+,
Vemos que u”’ + p?u = 0 tem solucio geral u (x) = Acos (uz) + Bsen (ux) = Ce*® 4+ De™ . Agsim,
u + pPu=0
u(0)=0
tem solugao particular vg (x) = sen (ux). Por outro lado
u + ’u2u =0
u(00) =0
tem solugao particular vy (z) = €. Vemos que W (z) = iusen (ux) e"* — pcos (ux) eh* = et (e
,ue““”% (e““’ + e_““”) = —u. Logo

_ sen(px)etHy

G (1’7 y) = { - SER(HZ)QML‘T

14

, parax <y
, parax >y

Exercicio 14. (F. 10.1, ex.2.10) Ache a funcdo de Green do problema abaixo:
w4+ N2U — f
w(0)=u(c0)=0 "’

em que I'm(u) > 0.
Resposta: G (z,y) = iCOS(/m,)eW“,

A equacgdo
' + pPu=0
v (0)=0
tem solugdo particular vg (x) = cos (uz). Por outro lado
u’ + pPu=0
u(00) =0

tem solugao particular vy () = e***. Vemos que

W (z) = iucos (ux) e + pusen (ux) e =

_ e—i/wc) _
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Logo

sen(px)etHy
—=——— parar <Yy
G (z,y) = { P e

sen e "
%, parax >y

Exercicio 15. (F. 10.1, ex.2.11) Ache a funcao de Green do problema abaixo:

u' +u —2u=7f
{ u(£oo) =0
—ter ¥ x <
Resposta: G (z,y) = { —%63_2(*"”_9), R >y y
Vemos que se u (z) = e e u” +u' —2u = 0, entdo A2 + X\ — 2 =0, ou seja, (A — 1) (A +2) = 0. Logo a solucio
geral é u(r) = Ae® + Be 2%, Assim,
' 4+u —2u=0
{ u(—00) =0
tem solugdo particular v_ () = e® e
{ v 4u —2u=0

u(o00) =0
tem solugao particular vy (r) = e~2%. Desta maneira, W (z) = —2e%e™2% — e%e™2® = —3e~*. Logo
e’e —2y
G (z,y) = { o para <y
—3c—v baraxr >y

Exercicio 16. (F. 10.1, ex.4) Verifique que

_ * wy(z)f(y) " va(y)f(y)
u (@) = va(®) / e () Y T ) / )W () Y

Lu(x) := pa(z)u”(x) + pr(z)u'(x) + po(z)u(x) = f(x)
au(a) + o'u'(a) = 0e Bu(b) + v/ (b) =0 ’
em que o] + [o'| £ 0 ¢ 8] + 8] £ 0.
As funcoes v, e v, sdo tais que

de fato resolve

Resposta: Feito em sala de aula.

4. EXERCICIOS PARA ACHAR A FUNGAO DE GREEN PARA EQUAGOES DIFERENCIAIS PARCIAIS.
Exercicio 17. (F. 10.2, ex.5) Ache a funcdo de Green do problema do calor na forma de uma série de Fourier:
9u (t,x) — k2% (t,2) = f (t,2), t>O0ex €0,

u(t,0)=u(t,l)=0, t>0
w(0,2) =0, z€]0,{]

7L27'(2

Resposta: G (z,t,y,s) = H(t—s)> o e 2 HE=9) sen, (272) sen (“7Y). Feito em sala de aula.

Exercicio 18. (F. 10.2, ex.8) Ache a funcido de Green do problema da corda vibrante na forma de uma série de
Fourier: ,
oL (t,z) — ng % (t,x)=f(t,z), t>0ex €]0,]]
u(t,0)=u(t,l)=0, t>0
U(O,JC) = %(O,I) =0, v e ]O7l[

n=1 nmc

Resposta: G (v,t,y,8) = H (t —s)>.°7 | -2 sen (W) sen (") sen ("7%). Feito em sala de aula.

Exercicio 19. (F. 10.2, ex.9) Ache a fungido de Green para o problema de Dirichlet na forma de uma série de

Fourier:
oy (w,y)+?)2’5 (z,y) = f(z,y), (z,9) €]0,1[ x]0,1]
w(z,0)=u(z,1) =u(0,y) =u(l,y) =0, z€]0,1[ey €]0,1]

Resposta: G (z,y,t,8) = —25 ;’O:lzzzlm%wsen (nmx) sen (mmy) sen (nwt) sen (mms). Feito em sala de

aula.




