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0 Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional
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Variavel Aleatoria Unidimensional

Definicao

Variavel aleatéria unidimensional € qualquer fungao definida sobre o
espaco amostral 2 que atribui um valor real a cada elemento do
espago amostral.
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Variavel Aleatoria Discreta Unidimensional

Definicao

Uma variavel aleatoria é definida como sendo discreta quando o
namero de valores possiveis que a varidvel assume for finito ou infinito
enumeravel.
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Variavel Aleatoria Discreta Unidimensional

@ n2 de acidentes na marginal Tieté no periodo da manha
@ n2de alunos aprovados no vestibular entre 200 inscritos

@ n2 de pessoas que visitaram um determinado site, num certo
periodo de tempo

@ n2 de inadimplentes dentre 100 pessoas que pegaram
empréstimo no ultimo ano

@ n2 de dias num més em que o fechamento de uma determinada
acao sobe em relagao a abertura

@ n2 de domicilios com criangas menores de 6 anos

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2023 6/50



Descri¢dao da varidvel aleatdria X: niUmero de caras no

langamento de d

uas moedas

wq=(cara, cara)
w,=(cara, coroa)
w3=(coroa, cara)

w4=(coroa, coroa)
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Funcéo de Probabilidade

Portanto, a funcao de probabilidade da variavel aleatéria X: nimero
de caras no lancamento de duas moedas equilibradas fica dada por

x 0 1 2
P(X =) (025 050 0,25
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Variavel Aleatoria Bidimensional

Definicao

Variavel aleatéria bidimensional é qualquer fungéo definida sobre o
espago amostral (2 que atribui valores no R? a cada elemento do
espago amostral.
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Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional

Definicao

Uma variavel aleatéria é definida como sendo discreta bidimensional
quando o nimero de valores possiveis que a variavel assume no R?
for finito ou infinito enumeravel.
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Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional

@ n2 de caras no primeiro e no segundo langcamentos de uma
moeda

@ n2 de carros vendidos dos tipos SEDAN e SUV num dia em uma
concessionaria

@ n2 de questdes de Fisica e Quimica respondidas corretamente
por um aluno num exame vestibular

@ n2 de visitas que cada um dos conjuges faz ao médico durante
um ano

@ n2 de acidentes numa rodovia nos periodos diurno e noturno
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Descricao da variavel aleatéria bidimensional (X,Y): nimero de
caras no primeiro e segundo lancamentos de uma moeda
equilibrada

w1=(cara, cara) p(w41)=0.25

wj=(cara, coroa) p(w;)=0.25

w3=(coroa, cara) p(w3)=0.25

w4=(coroa, coroa) p(w,)=0.25

P(X=0,Y=0)=0,25 P(X=0,Y=1)=0,25
P(X=1,Y=0)=0,25 P(X=1,Y=1)=0,25
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e Funcéo de Probabilidade
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Funcéo de Probabilidade

Portanto, a funcao de probabilidade conjunta da variavel aleatéria
bidimensional (X,Y"): nimero de caras no primeiro e segundo
lancamentos de uma moeda pode ser representada na forma abaixo

X\Y |0 1
0 | poo po1
1 | pwo pu

emque p;; = P(X =1i,Y = j), parai,j = 0,1, com as condi¢coes
q X

@ pi; >0
@ poo +po1 +pro+pi1 =1
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Funcéo de Probabilidade

Portanto, a funcao de probabilidade conjunta da variavel aleatéria
bidimensional (X,Y"): nimero de caras no primeiro e segundo
lancamentos de uma moeda, supondo que a moeda é equilibrada, fica
dada por

X\Y[ 0 1
0 025 025
1 1025 025
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Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional

Funcao de Probabilidade

De uma forma geral a funcao de probabilidade conjunta de uma
variavel aleatéria bidimensional (X.Y") pode ser representada pela

tabela abaixo

X\Y | y1 vy ... ys
1o P11 P12 ... Dis
Z2 P21 P22 ... DP2s
Ty Pri Pr2 ... DPrs

emquep;; = P(X =2;,,Y =y;)parai=1,...,rej=1,...,s,com
as condicoes

@ pi; >0
@ >iipij=1

v
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Vamos considerar novamente o experimento de langamento de duas
moedas e as varidveis aleatdrias X e Y denotando, respectivamente, o
numero de caras no primeiro e segundo langamentos. Segue abaixo a
distribuicdo conjunta de duas novas varidveis U=X-Ye W =X+Y.

w
Yoo . ) 0 1 2
X
0 0,25 | 0,25 . 0.25
‘\
\0"025 0,25
1 | 025| 025 e
4~ |
1 0,25
Ly

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2023 17/50



Funcéo de Probabilidade

Portanto, a funcao de probabilidade conjunta da variavel aleatéria
bidimensional (U,17) fica dada por

oW ]| o0 1 2
“1[ 0 025 0
0(025 0 025
1| 0 025 0
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e Distribuicdo Marginal
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Distribuicao Marginal

Exemplo 2

As fungbes de probabilidade marginais de X e Y podem ser obtidas
através da tabela abaixo

X\Y | 0 1 [ p(x)
0 |0,25 025] 0,50
1 1025 0,25/ 0,50
p(y) [ 0,50 0,50 | 1

em que p(z) = P(X =z) e p(y) = P(Y =y).
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Distribuicao Marginal

Exemplo 2

Resumindo temos as seguintes distribuicdes marginais:

T 0 1
P(X =2z) | 0,50 0,50

Y 0 1
P(Y =vy) | 050 0,50

com E(Y) = 0,50 e Var(Y) = 0,50 x 0,50 = 0,25.
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Distribuicao Marginal

Exemplo 3

De forma similar podemos obter as funcoes de probabilidade
marginais de U e W conforme a tabela abaixo

U\W 0 1 2 | p(u)
1 0 0,25 0| 0,25
0(025 0 025/ 050

1 0 0,25 0| 0,25
p(w) | 0,25 0,50 025] 1

emque p(u) = P(U = u) e p(w) = P(W = w).
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Distribuicao Marginal

Exemplo 3

Resumindo temos as seguintes distribuicdes marginais:

u 1 0 1
P(U=u) | 025 050 0,25

com E(U) = —1 x 0,25+ 0 x 0,50 + 1 x 0,25 = 0 e Var(U) = 0,50.

w 0 1 2
PW =w) | 0,25 0,50 0,25

com E(W) =0 x 0,25+ 1 x 0,50 + 2 x 0,25 = 1 e Var(W) = 0,50.
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Variavel Aleatoria Discreta Bidimensional

Distribuicdo Marginal

De uma forma geral as fungdes de probabilidade marginais das
variaveis aleatorias X e Y podem ser obtidas conforme a tabela
abaixo

X\Y | vy1 vy ... ys |p)
T P11 P12 ... Dis p1-
X2 P21 P22 ... DP2s D2.
Ly Pri DPr2 ... DPrs Dr-

p(y) | p1 P2 .. ps 1

em que
o pl’A:P(X:Ii):ijij parai=1,...r
© p;=PY =y;)=3;p;paraj=1,....s

v
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@ Independéncia de Variaveis Aleatérias Discretas
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Independéncia de Eventos

Dois eventos A e B sao independentes se a informacao da ocorréncia
(ou nao) de B nao altera a probabilidade de ocorréncia de A, isto é,

P(A|B) = P(4), P(B) > 0.

Consequéncia

Da definicdo de probabilidade condicional temos que

P(ANB)

P(AIB) = =55

, P(B) > 0.

Logo, a independéncia entre A e B é equivalente a

P(AN B) = P(A)P(B).
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Independéncia de Variaveis Aleatdrias Discretas

Supor que as variaveis X e Y sejam representadas pela tabela abaixo

X\Y [ y1i v ... ys|op@)
I P11 P12 ... DPis | P1-
T2 | P21 P22 ... P2s | D2
Ly Pri Pr2 ... DPrs Dr.

ply) | p1 p2 ... P 1

Dizemos que as varidveis X e Y sao independentes se

P(X =z;,Y =y;) = P(X=ux;)PY =yj)
Dij DPi-D-j

parai=1,...,rej=1,...,s.
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Independéncia de Variaveis Aleatdrias Discretas

Exemplo 2

As variaveis X e Y sdo independentes?

X\Y | 0 1 | p(x)
0 1025 0.25] 0,50
1 ]025 025|050

p(y) | 0,50 050 | 1

Temos que para todas as caselas da tabela

Assim, podemos dizer que X e Y sdo independentes. Isto &, 0
numero de caras no 22 langamento independe do numero de caras no
12 langamento.

v
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Independéncia de Variaveis Aleatdrias Discretas

Exemplo 3

As variaveis U e W sao independentes?

U\W 0 1 2 | p(u)
-1 0 0,25 01 0,25
010,25 0 0,25 0,50
1 0 0,25 01 0,25
p(w) | 025 050 025 1

Em particular para a casela na posic¢ao (2,1) temos que
0,25 # 0,25 x 0,50.

Portanto, as variaveis U e W nao sdo independentes.
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@ Distribuigao Condicional
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Distribuicao Condicional

Exemplo 3

Qual a distribuicao condicional de U dado W = 17?

U\W 0 1 2 | p(u)
1] 0 02 002
0] 0,25 0 0,25 0,50

1 0 0,25 0] 0,25
p(w) | 0,25 0,50 025] 1

Temos que
PU=u|W=1)=
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Distribuicao Condicional

Exemplo 3

U\W 0 1 2 | p(u)
1 0 0,25 0] 0,25
0] 0,25 0 0,25 0,50

1 0 0,25 0] 0,25
pw) | 0,25 0,50 025| 1

U —1 0 1
PU=u|W=1)|p22=1 0 _qg 22

0,50 —

oy

=
N[

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2023 32/50



Distribuicao Condicional

Exemplo 3

A funcao de probabilidade condicional de U dado W = 1 fica dada por

u —

0
PU=u|W=1) 0

N[ =
N[ —

A esperanga e variancia de U dado W = 1 ficam dadas por
1 1
EU|W=1) = —1><§+0><()+1><§:0
1

1
EU? | W=1) = (—1)2><§+02><0+12><2:1

Var(U | W =1) = EU?|W =1)— [EU | W = 1)]2
= 1 0F=

V.
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Distribuicao Condicional
Esperanca condicional

A esperanga condicional de X dado Y = y é definida por

=1

Variancia condicional

A variancia condicional de X dado Y = y é definida por

Var(X |Y =y) = E(X?|Y =y) - [E(X|Y =y)?

E(X?|Y=y) = > afP(X=x;]Y =y)
=1
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e Correlagéo Linear
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Covariancia

Covariancia entre X e Y

Vamos considerar a tabela abaixo

X\Y [ y1i v ... ys|p@)
1 P11 P12 ... Pis | D1
2 P21 P22 ... D2s | D2
Lr Pri Pr2 ... Drs Dr.

p(y) | p1 P2 ... D 1

Cov(X,Y) = EJ
= E(XY) - E(X)E(Y)

E(XY) = Z ZiY;Dij E(X) = Zl'zpz E(Y) = Z YiD-j
iJ 7 J

v
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Correlacao Linear

Correlacao linear entre X e Y

O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por

Cov(X.\Y)
v/ Var(X)+/Var(Y)
E(XY) — E(X)E(Y)
v/ Var(X)./Var(Y)

p(X.Y)

Var(X) = E(X?) - [EX)?  E(X?) =Y a2p.

Var(v) —E(Y?) - EQ)?  E(Y?) =Y ulp,
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Correlacao Linear

Propriedades

0 —1<pX)Y)<1
@ p(X,Y) =1 se e somente se ha constantes b > 0 e a tais que

Y =a+bX
@ p(X,Y) = —1 se e somente se ha constantes b < 0 e a tais que
Y =a+bX

Independéncia

Se X e Y sédo independentes entdo E(XY') = E(X)E(Y) e portanto
Cov(X,)Y)=0e p(X,)Y)=0.

A reciproca nao necessariamente € verdadeira.
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Soma de Variaveis Aleatorias
Esperanga e Variancia

Sejam X e Y variaveis aleatérias com esperancgas e variangas finitas.
Entéao

@ E(X+Y)=E(X)+E(®Y})
@ Var(X £Y) =Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y)

Independéncia

Se X e Y sdo independentes entdo Cov(X,Y) = 0 e portanto
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y).
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Correlacao Linear

Exemplo 2

X\Y | 0 1 | p(z)
0 |025 0,25/ 0,50
1 025 025|050
p(y) | 0,50 0,50 | 1

E(XY) = 0x0x0,25+0x1x0,25+
1x0x025+1x1x0,25
= 0,25.

Temos ainda que E(X) = 0,50, Var(X) = 0,25, E(Y) = 0,50 e
Var(Y) = 0,25.
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Correlacao Linear

Exemplo 2

Portanto, o coeficiente de correlacao linear entre X e Y fica dado por

E(XY) — E(X)E(Y)
v/ Var(X)./Var(Y)
0,25 — 0,50 x 0,50

V/0,25,/0,25
= 0.

p(X.Y)

Lembrando que X e Y s&o independentes.
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Correlacao Linear

Exemplo 3

U\W 0 1 2 | p(u)
1 0 0,25 0] 0,25
010,25 0 0,25 | 0,50

1 0 0,25 0| 0,25
p(w) | 0,25 050 025 1

E(UW) = —1x0x04+-1x1x025+—-1x2x0+
0x0x0254+0x1x04+0x2x0,25+
1x0x04+1x1x0254+1x2x0=0.

Temos ainda que E(U) =0, Var(U) = 0,50, E(W) =1e
Var(W) = 0,50.

v
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Correlacao Linear

Exemplo 3

Portanto, o coeficiente de correlacéo linear entre U e W fica dado por

E(UW) —E(U)E(W)
V/Var(U)/Var(W)
0—-0x1

V/0,50,/0,50
= 0.

p(UW)

Note que U e W nao séo independentes.

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2023 43/50



Correlacao Linear

Exemplo 4

A tabela abaixo apresenta a distribuicdo conjunta do nimero de
unidades vendidas de dois produtos (X,Y’) por uma loja num

determinado dia

0 1 2 3

P
= O —
~

0,06 0,10 0,25 0,05
0,06 0,30 0,10 0,10

0x0x005+0x1x0,10+
0x2x0,254+0x3 x0,05+
1x0x0,054+1x1x0,30+
1x2x010+1x3x0,10
0,80.

v
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Correlacao Linear

Exemplo 4

Resumindo temos as seguintes distribuicdes marginais:

T 0 1
P(X =x) | 045 0,55

com E(X) = 0,55 e Var(X) = 0,55 x 0,45 = 0,2475.

Y 0 1 2 3
P(Y=y)|010 040 0,35 0,15

com E(Y) = 1,55 e Var(Y) = 0,7475.
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Correlacao Linear

Exemplo 4

Portanto, o coeficiente de correlacao linear entre X e Y fica dado por

E(XY) — E(X)E(Y)
v/Var(X)+/Var(Y)
0,80 — 0,55 x 1,55

/0,2475,/0,7475
= 0,122

p(X.Y)

Portanto, X e Y ndo sdo independentes.
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Correlacao Linear

Exemplo 5

A tabela abaixo apresenta a distribuicao conjunta do niumero de
questdes de Fisica (X) e de Quimica (Y) respondidas corretamente
num exame vestibular

X\Y [ 0 1 2 3
0 |00 0,10 0,00 0,00
1 10,15 015 0,10 0,00
2
3

0,00 0,10 0,10 0,05
0,00 0,05 0,05 0,05

Qual a probabilidade de um candidato acertar pelo menos duas
questdes de cada tépico? E de acertar no maximo uma questao de
cada tépico?

v
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Correlacao Linear

Exemplo 5

Resumindo temos as seguintes distribuicdes marginais:

T 0 1 2 3
P(X =z) 020 040 0,25 0,15

com E(X) = 1,35 e Var(X) = 2,75 — (1,35)2 = 0,9275.

Y 0 1 2 3
P(Y=y)|025 040 0,25 0,10

com E(Y) = 1,20 e Var(Y) = 2,30 — (1,20)% = 0,86.
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Correlacao Linear

Exemplo 5

E(XY) = 1x1x0,154+1x2x0,10+
2x1x0,104+2x2x0,10+
2x3x0,05+3x1x0,05+
3x2x0,00+3x3x0,05

= 0,15+ 0,20 + 0,20 + 0,40 + 0,30 + 0,15 +
0,30 4+ 0,45 = 2,15.
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Correlacao Linear

Calculo da Correlacao

Portanto, o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y fica dado por

E(XY) - E(X)E(Y)
v/ Var(X)./Var(Y)

2,15 — 1,35 x 1,20
v/0,9275,/0,36

0,53
0,8931 0,59.

p(X.Y)

Portanto, X e Y ndo sdo independentes.

Interprete X +Y e calcule E(X +Y) e Var(X +Y). J

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2023 50/50



	Variável Aleatória Discreta Bidimensional
	Função de Probabilidade
	Distribuição Marginal
	Independência de Variáveis Aleatórias Discretas
	Distribuição Condicional
	Correlação Linear

