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A integral de Riemann - Continuacdo

O Teorema Fundamental do Calculo

Teorema (Teorema Fundamental do Célculo - Versdo 1)

Se f : [a,b] — R € continua entdo, a fun¢do g definida por

g(x):/xf(t)dt, a<x<b

é diferencidvel em [a, b] e g’'(x) = f(x).

Teorema (Teorema Fundamental do Calculo - Versédo 2)

Se f :[a,b] — R € continua e G é uma primitiva qualquer de f,
entio

/b F(t)dt = G(b) — G(a).

a
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A integral de Riemann - Continuacdo

Substituicdo para Integrais Definidas

Se f e g’ forem continuas em [a, b] e u = g(x), entdo

b g(b)
/a F(g(x))g (x) dx = / |
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A integral de Riemann - Continuacdo

Prova: Seja F uma primitiva de f. Ento, F(g(x)) é uma primitiva
de f(g(x))g’(x) e do Teorema Fundamental do Célculo temos

/ Fg(x))g'(x) dx = F(g(b)) — F(g(3)).

Aplicando mais uma vez o Teorema Fundamental do Célculo temos

= F(g(b)) — F(g(a) o
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A integral de Riemann - Continuacdo

Podemos calcular uma integral definida por substitui¢cdo calculando
primeiro a integral indefinida e usando o Teorema Fundamental do
Calculo. Por exemplo,

2 2
/ VI + 2 dx = 2(14+ 22| = 2(5y32 = 2(1)%2
; 3 .3 3
2
= 2(6re ),

Ou mudando os limites de integracdo ao se mudar a varidvel.
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A integral de Riemann - Continuacdo

Exemplo

1
Calcule/ v2x — 1 dx.
1/2

Fazendo u = 2x — 1, temos du = 2 dx ou % du = dx Quando

1
X:E, u=0; quando x =1, u = 1. Assim,
o

1 o1 11t 12 5,
/ \/2x—1dx:/ﬁdu:/ﬁdu:u3/ =—.
1 0 2 0 23 o 3

/2 2
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A integral de Riemann - Continuacdo

Integracao por partes para integrais definidas

Sejam f e g duas fun¢des com derivadas continuas em [a, b], entdo

b

b
/a F(x)e'(x) dx = F(x)e(x)

/a 008 (x) d.

a

Example
t
Calcule / x In(x) dx.
1
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Calculo de areas

Queremos determinar a area de diferentes regides. Comecaremos
pelo problema de achar a drea de uma regido A que estd sob a
curva de uma func3o.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Caso 1: Seja f continua em [a, b] com f(x) > 0, para todo
x € [a, b]. Queremos calcular a drea do conjunto A do plano
limitado pelas retas

e pelo grafico de y = f(x) conforme a figura abaixo.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Seja P = (x;) uma partic3o de [a, b] e ¢/’ e ¢;” tais que

f(ci') = min{f(x); x € [xi—1, xi|}
f(ci”") = max{f(x); x € [xi—1, x|}

Ent3o, as somas de Riemann correspondentes satisfazem temos
Z f(C,',)AX,' < A < Z f(C,'H)AX,',
i i

conforme ilustra a figura seguinte.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Isto significa que a soma de Riemann Z f(c')Ax; se aproxima da
1
drea A por “falta” e a soma de Riemann Z f(c")Ax; se
aproxima da area A por “sobra”. ’
Dai, fazendo ||P|| = max Ax; — 0 temos
1<i<n

Zf(c,-’)Ax,- < im A < Zf " Ax;
i Pl —0 IPH—>0

/ab fl(lx)dx A /ab f(x)dx

b
ou seja, A :/ f(x)dx
a

lim
|P[|—0
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Exemplo

A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x =0, x =1 e
. 1

pelo gréfico de f(x) = x? é 3
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Caso 2: Seja A o conjunto hachurado conforme mostra a figura.

o _f
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Aplicagoes da Integral Calbiofiefiieas
Logo

éreaA:—/abf(x)dx:/ab—f(x)dx:/ab|f(x)|dx.

Observe que como f(x) < 0, para todo x € [a, b] temos

bfxdx§0 — — bfxdeO.
| #0 | #

Exemplo

A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x =0, x =1,
. . , 3

pelo eixo x, e pelo gréfico de f(x) = x* — x é o
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Caso 3: Seja A o conjunto hachurado conforme a figura abaixo.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Entao
c d b b

area A= / f(x)dx — / f(x)dx+/ f(x)dx = / |f(x)| dx .
a c d a

Exemplo

A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = -1, x=1 e

pelo grfico de f(x) = x® é 3.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Caso 4: Considere A o conjunto hachurado da figura seguinte.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Ent3o A é o conjunto dos pontos (x, y) € R? limitado pelas retas
x = a, x = b e pelos gréficos das fungdes f e g, onde f(x) > g(x),
para todo x € [a, b]. Segue que

drea A= / [f(x x)] dx = /ab f(x)dx — /abg(x)dx
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Observacao: No Caso 4 acima temos

b
/ f(x)dx = A1 + B;
a

/abg(x) =B - A;.

/ [f ]dX—A1+A2

Portanto

Em geral, a drea entre as curvas y = f(x) e y = g(x) e entre

X—aex=bé
/|f x)| dx.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Exemplo
Calcule a drea compreendida entre o grafico de f e o eixo x.

1. f(x)=x—-x3,x€]0,2],
2. f(x)=x, x€[0,3],
3. f(x) =sen(x), x € [0,7].
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Exemplo
Calcule a drea do conjunto A= { (x,y) ER?; x> <y </x} .
Temos que x> < y < v/x & 0 < x < 1. Portanto

1
1
éreaA—/ (\/;(—xz)dx:§.
0
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Exemplo

Calcule a drea da regido compreendida entre os grdficos de y = x e
y:xz, com(0<x <2,

As curvas y = x e y = x? interceptam-se nos pontos x = 0 e

x = 1. Entao,

1 2
drea = / (x — x?)dx +/ (x* — x)dx = 1.
0 1
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral

Exemplo

Calcule a drea da regido compreendida entre os graficos de

y = sen(x) e y = cos(x), com 0 < x < 27.

As curvas y = sen(x) e y = cos(x) interceptam-se nos pontos
x =m/4 e x = b /4. Entéo,

/4 5w /4
drea = / (cos(x) — sen(x))dx + / (sen(x) — cos(x))dx
0 w/4
” — sen(x))dx = 42
+ /57T/4(cos(x) (x))dx = 4v/2.
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A Calculo de éreas
Aplicagoes da Integral
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