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2% Questao (P3 2017 Mecanica): Uma descarga de agua contaminada
num rio ¢ representada por uma fonte de intensidade g no ponto O
combinada com uma corrente de velocidade uniforme U, formando a
regido contaminada delimitada pela linha de corrente que passa pelo
ponto de estagnacdao 4. Seja P um ponto qualquer sobre essa linha de
corrente. Se chamarmos de A a distancia entre A e O, pedem-se:
a)Calcule A em funcdo de qe U.
b)Mostre que as coordenadas » ¢ € do ponto P sio dadas por
L 4 T—0

27U sen6
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Dados: W corrente =U T Sen 0 v fonte = 27T
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Solucao:

a)A funcado de corrente resultante da superposicao de corrente uniforme
com fonte ¢:

W =Ursen6’+ﬁ
2r

As velocidades resultam:

Urza—szcosﬁ+i ng—G—W:—Usené’

roé 2Tr or



No ponto de estagnacado temos » = A, = 7 e ambas as componentes da

velocidade tem que ser nulas. Como sen 7 = 0, a velocidade vy € nula.
Da velocidade o,:

Ucosn+L=O

Isso resulta:

A=—1_
27U




b)Da expressdao da funcdo de corrente, como no ponto de estagnacao

temos » = A, 8 = mresulta para a linha de corrente que passa por esse
ponto:

W —UAsenz+1”
0
Assim;

W =% ¢ a linha de corrente passando pelo ponto de estagnacao.

Porém, para um ponto P qualquer sobre essa linha de corrente:



g=Ursen¢9+ﬁ
2 27T

Que resulta:

Ursenf= 6](1 _9)
2 T

E 1sso vai resultar:

L4 T—0
27U sen@




27 Questao (P3 Mecanica 2016) Um tornado pode ser 1dealizado como
um sistema de vortice potencial e sumidouro com um nucleo rotacional
de raio 7y que se comporta como um corpo solido (vg = wr), onde w €

a velocidade angular. Para r > 1y, a velocidade € aquela induzida pelo

sistema vortice-sumidouro. Admitindo-se que o raio do nucleo do
tornado € 1y =20m e que o modulo da velocidade do vento para esse

raio € Vy =180km/h, com essa velocidade fazendo um angulo S = 60°

com a direcao radial e supondo p =1,20kg/ m’> , pede-se determinar:

a) A circulagao I' do vortice e a vazao por unidade de comprimento ¢
do sumidouro;

b) A velocidade angular @ do ntcleo;

c) A pressao manométrica em torno do nucleo (7 = ry).






Solucao

A superposi¢gdo do sumidouro com o vortice resulta um campo de
velocidades dado por:

q I

Em r=r,= 20 m, as velocidades sao:

v, =— 18000000560":— 25m/ s

: 3600

180000

= sen60°=433m/s
3600

Lo



Assim, temos:

g=—25x2x 7 x20=—3141,6m?/s

T=433x2x 77 x 20=54413m2/s

A velocidade angular no nucleo sera:

433
20

@ =2.165rad/s




Se a pressao ao longe, com ar parado, for a pressao atmosférica, usando
a equacao de Bernoulli a pressdo efetiva (manométrica) em r = r sera:

2 2
PV PV
+p=0 = p=—
r P =
Logo:
2
12 (180000)
p=— ;600 —_1500Pa




C8.4)Um acessorio de um aspirador de pd doméstico € constituido de
um bocal convergente com uma fresta de aspiragao de comprimento L ¢
largura b. Podemos representar o escoamento causado pelo acessorio
através de um sumidouro de intensidade g = - Q/L colocado a uma
distancia ~# do piso. Para representar o efeito do piso, o escoamento
acaba sendo representado por dois sumidouros, um na posi¢ao
x=0,y=+h e o outro na posi¢ao x=0, y=-h.



mangueira

acessorio

(0,+h)

W

(0.-h)

Lly



a)Uma fonte ou sumidouro de intensidade ¢ localizada em x, , y,
provoca num ponto qualquer de coordenadas x, y uma velocidade radial

q
27y

velocidade sao dadas por:

dada por u, = . Verifique que as componentes x € ) dessa

Y= Q(x_xo) i
27 |(x=x, P+ (=3, |
q(y-y,)

| P -y P ]



b)Dada a superposi¢cao dos dois sumidouros, obtenha as expressoes das
velocidades u e v para y=0 (no pi1so) em func¢ao de g, % ¢ x.

c)Verifique qual a posicdo x ao longo do piso para a qual temos
velocidade maxima em modulo, ou seja, maior eficiéncia para arrastar
particulas, ¢ determine a expressao dessa velocidade maxima em funcao
de g e h. Por que ndo se deve colocar a fresta do acessorio diretamente
acima da sujeira que se quer aspirar?



Solucao:

a)

U=u, cosf= 9 x_x0=Q(x_);0): - q(x2—x0) o
2rr 2T 272'{()6—)60) —|—(y—y0) J

v seng=_1 Y= Yo 4= Yo)_ q(y = ,)

2Tr 1 27zr2 _27z{(x—x0)2+(y—J’o)2J




b)

A superposi¢cao dos dois sorvedouros, um em (0, +h) € o outro em (0, -
h), resulta, para u:

q(x-0) q(x-0) ,

-0+ (r- (+h))2q‘+ 27{(x - 012+ (v — (=) ]

qx . qx

1" 27[\x2 + (y + h)zq‘

2l e (-




A superposicao resulta, para v:

gy —(+h)) N (y (=h)) ]
27[{()6 0) (y (+h) ‘ 27zlx O (y (h))z‘

V=

q(y—h) - gy+h)
2 \x2+(y h) ‘ 27[\x2+ y+h)‘

V=



Para y=0:

_ 9
u_ﬂ{szrth’V_O

Assim, verificamos que a superposi¢cao dos dois sorvedouros representa
realmente a presenca do piso, pois tem o efeito de produzir uma
velocidade vertical nula na regidao onde este esta presente.



c¢) Derivando a velocidade u em relacao a x para y=0:

y 2x:q(x2+h2)— 2qx2 B q(hz —xz)

ou g - gx _
O ”[xz +h2J 72'[)62 +hz}2 72'[)62 +h2}2 72'[)62 +hz}2

Igualando a zero, temos que os pontos de velocidade maxima € minima
correspondem a x = * h. De fato, quando x=+hA, temos o ponto de
velocidade minima, com u= g/27h (lembre-se que q ¢ negativo), e para
x=-h temos a velocidade maxima u= -q/2 7h.



Na realidade, os dois pontos correspondem a pontos de modulo da
velocidade mdxima, € sdao os pontos para os quais temos maior
eficiéncia para arrastar a sujeira.

Por outro lado, intuitivamente, colocamos a fenda exatamente sobre a
suyjeira. E um erro, pois para x=0 temos =0, ou seja, o modulo da

velocidade ¢ minimo.

Assim, a velocidade maxima em modulo é:

_ g
‘M‘max 2
7h




1* Questao da P3 (Naval 2015): Considere o escoamento potencial ao
redor de um cilindro girando. Pergunta-se:

a)Quais as intensidades m do dipolo ¢ /° de um vortice ideal para se
obter o escoamento potencial ao redor de um cilindro de 3,0 metros de
didmetro imerso numa corrente de ar com velocidade uniforme de 100
m/s, com pontos de estagnacdo a 45° ¢ 135°?

b)A que rotacdo (2 em rad/s de um cilindro real equivale a circulacao /°
do vortice?

¢)Se o escoamento ao longe possui uma pressio p, = 1,02 x 10° N/m° e a
massa especifica p = 1,2 kg/m’, qual a pressio nos pontos de
estagnagao?

d)Qual a velocidade e a pressado estatica na parede do cilindro em 8= 0°
e em 6= 1807

¢)Qual o valor tedrico da sustentacdo por unidade de comprimento
(modulo, direcao e sentido) que age sobre o cilindro?



Dados:

Movimento Uniforme: ¢ =U_, rcos@; v =U_, rsenf

Dipolo: ¢ = @cosﬁ; W = " send
v v
. I I
Vortice Ideal: p=—60 ; w=——Inr
2 2

o oy g oy

“or 00 Y 00  or

Uy

U2
Bernoulli: p7+ p= const

L
Teorema de Kutta-Joukowsky: P =—pU,T



Solucao:
a)A funcao potencial resultante que representa o escoamento ¢:

p=U,, rcos@+ cosé’+£6’

r 2

As velocidades resultam:

U,,:%:Uoocosﬁ—%cosﬁ =2 (Uoo—n;jcosﬁ
87' 7 r
I I
ngﬁz—Uoosené’—ﬂsené’Jr— = 092—(Uoo+mjsen9+
ro6 2 27T Y 2 27Ty



Da expressao da velocidade v, percebe-se que o raio do cilindro, ou seja,
o lugar geometrico onde a velocidade radial € nula (representando o
principio da impermeabilidade) ¢ dado por:

y=R= |-
Uso

Assim, se a velocidade ¢ U,=100 m/s e o raio do cilindro ¢
R=D/2=1,5m, resulta:

m=U,, R>=225m> /s




Os pontos de estagnacdo sao determinados para ambas as velocidade
nulas. Assim, acharemos os pontos de estagnacdao em » = R, o que anula

a velocidade v,. Para esse raio, a velocidade vgfica:

I
Vg = _2UOOS€n9+27Z-—R

Essa velocidade sera nula em:

I
47U R

sen@=



Logo, a intensidade do vortice, conhecidos os angulos dos pontos de
estagnacao, sera:

I'=4nU_Rsen6

Para U.=100 m/s, R=1,5m e sen@= sen45° = senl135°= 0,707, temos:

[=1333m?/s




b)A rotagdo sera dada igualando a velocidade tangencial resultante do
movimento do cilindro sélido em » = R com a velocidade induzida pelo
vortice pontual no mesmo raio:

:L = Q= d
27 R

_272'R2

QR

logo: €2=94,3 rad /s

c) A pressdao nos pontos de estagnacao sera dada pela equacao de
Bernoulli:

U2
Pestag =P+ P =108000Pa




d)Na parede do cilindro a velocidade v, = 0 e temos apenas a
componente vy

I
0(9 = —2UOOS€7’IQ+27T—R

Para 8= 0° ¢ &= 180° a primeira parcela ¢ sempre nula, sobrando apenas
a contribui¢ao do vortice:

1333
2xmwx1,5

U = U=l141m/s




A pressao por se obtida pela equagcao de Bernoulli:

2 2
P=p%+po@ —p% = |p=96071Pa

¢)A sustentacao ¢ calculada pelo teorema de Kutta-Joukowsky:

L
L =—pU,T = 5:_ 160000 N /m|, ou seja, vertical apontando

b
para baixo




P8.50)Deseja-se representar o escoamento em torno de uma colina ou
saliéncia bidimensional usando uma linha de corrente que passa acima
do escoamento sobre um cilindro, como na figura. A sali€ncia deve ter
altura igual a a/2, em que a ¢ o raio do cilindro. Qual ¢ a elevacao /4
dessa linha de corrente, em uma posicdo infinitamente afastada da
saliéncia? Quais sdo a velocidade U e a pressdo p, na saliéncia,

sabendo que na corrente livre temos U, € p,,?

saliéncia

|
|



Dados: Fungdo corrente para cilindro de raio a sem circulagdo ,
velocidades e Bernoulli:

1
w:UOOasenH(Z—ij ; vr:;aa—l/; , Vg =——"" p+—,0U2:cte

Solucao:

Para uma posi¢cao infinitamente afastada com elevagao 4, r > o ¢
rsend — h. A funcao corrente na linha de corrente da saliéncia vale,
entdo w, =U,h. O valor deve ser o0 mesmo para a posicao da

A 1
saliéncia ry, =h+—a , 6, =
2 2



v, =Uy,h=Uga 2 ¢

Logo:

hzéa = rS:§a+la=2a
22

A distribuicao de velocidade resulta:

Q=

D | LI



10 2
Vv, = SOV Uy COSH[I—a] ; Vg = _v
r ]/'2 0
Na saliéncia, obtemos: v,., =0 ; vy, =-Uy (1+
Por Bernoulli:
| ) 1 9 ) ) 1 25 -
P +§/0Uoo = Ps +§,O(V,/S TVos )= Ps +EIOEUOO
. 9 0
Assim: p, — p,, =——pUy

32



Problema Complementar: Dado o escoamento:
_ ( 2 _ 2 ) _ o
u=al\x" —y- ), v==—2axy,w=0

a)Verifique se € possivel definir um potencial de velocidades. Em caso
afirmativo, determine esse potencial;

b) Verifique se ¢ possivel definir uma func¢ao de corrente. Em caso
afirmativo, determine essa funcao de corrente.



Solucao:

éx €, & e, é, e,
VxV = 0 9 0 = 9 9 g:[—2ay—(—2ay)]éZ=0
ox 0Oy Oz Ox oy 0z
uw o vow a(x2 — yz) —2axy 0

O escoamento ¢ 1rrotacional, logo podemos definir uma func¢ao potencial

dada por:

do= ¢a’x+ ¢a’y+ ¢a’z udx+vdy+wdz
oy Oz



No caso:

do= a(x2 — y2 )dx— 2axy dy

Podemos integrar num caminho arbitrario entre os pontos (0,0) e (x,y).
Vamos tomar um caminho entre (0,0) e (x,0) (ou seja, y constante e
nulo) seguido de um caminho entre (x,0) e (x,y) (ou seja, x constante e

arbitrario):

xy —x0 05 X,y
[do=| a(x —y )dx— [2axy dy
0,0 0,0 x,0

Isso resulta:



#(x,y)—¢(0,0) =

Que resulta:

x3

¢=¢0+a?—axy

2

[

}




b)

V= ou &U g (x —yz)]+£(—2axy):2ax—2ax20
Gx oy - Ox oy

O escoamento ¢ bidimensional e incompressivel, logo podemos definir
uma func¢ao de corrente.

Temos que:

dwza—wdx—kawdy——udx—kudy
Ox oy



Isso resulta:

dy = 2axydx+a(x2 —y2 )g’y

Repetindo o caminho de integragao usado para a funcao potencial:

X,V XO
[dy= j2axydx+j (x —y )a’y
0,0 00 2.0

Isso resulta:

_2 2 _x,O B 3 —x’y
ax
l//(x,y)—t//(0,0)z Y + a[xzy—); J




Finalmente, obtemos:

3

l//:l)”o'i_axzy_ay?
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