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Resolugao da segunda lista de exercicios do curso MAE0328 disponivel no
Texto de Regressao (Paula, 2023).

10. Considere o seguinte modelo de regressao linear multipla para um deter-
minado conjunto de p varidveis y; = x; B+€;, em que x; = (z;1, . . . ,:1:1-],)T
B= B, 0p)  ee £ N(0,02),i=1,...,n. Sabemos que a quantidade
avaliada segundo o critério de Akaike é dada por

)

—2log{L(B3,5; y)} + 2p,

em que B e 0 sao as estimativas de maxima verossimilhanca de 3 e o, e
L(-) é a fungao de verossimilhanca do modelo. Note que 62 = SQRes/n,
logo temos que

—2log{L(B3,6; y)} = —2log lH ook {—2;2(% - gi)2}]

1
— 52 0.2
= nlog(276°) + 52 E (yi — Ui)

i=1

= nlog (SQnRes> + nlog(27) +n

Como nlog(27r) + n é constante para qualquer outro conjunto de
variaveis, um modelo encaixado escolhido segundo o critério de Akaike
tem o menor valor de nlog (SQRes/n) + 2p entre os modelos avaliados.

11. Considere o conjunto de dados apresentado na Segao 6.8 de Lawless (1982)
em que sao apresentados os resultados de experimentos para avaliar a
resisténcia de um determinado tipo de vidro e sao descritas as seguin-
tes varidveis: Time: Tempo de resisténcia em horas; Volt: 1 (200kV), 2
(250kV), 3 (300kV) ou 4 (350kV) para os niveis de voltagem do expe-
rimento e Temp: 1 (170°C) ou 2 (180°C) para os niveis de temperatura
do experimento. A Figura 1 mostra os perfis médios com bandas de erro
padrao da resisténcia segundo a voltagem para os dois niveis de tempera-
tura, verificamos descritivamente indicios de interacao entre temperatura
e voltagem devido ao fato do efeito da voltagem na resisténcia do vidro
nao ser o mesmo dependendo do nivel da temperatura.

Seja Time;;;, o tempo de resisténcia da k-ésima amostra de vidro sub-
metida a i-ésima voltagem e a j-ésima temperatura, supondo inicialmente
o seguinte modelo

i iid
Time;, = o+ B +vj + €ijk,  €iji ~ N(0,07),

em que 3; denota o efeito da i-ésima voltagem e 7; o efeito da j-ésima
temperatura, ambos em relacao & casela de referéncia, sendo assumido
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Figura 1 Perfis médios com bandas de erro padrao da resisténcia segundo a
voltagem para os dois niveis de temperatura.

B =0,vy =0parai=1,...,4e 5 = 1,2. A Tabela 1 apresenta a
tabela ANOVA do ajuste do modelo com interacao, notamos que o efeito
de interacao entre temperatura e voltagem é significativo, avaliado com
nivel de 10%, logo foi mantido no modelo.
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Figura 2 Perfis ajustados do modelo para resisténcia segundo a voltagem e a
temperatura.

A Figura 3 mostra os graficos da andlise de residuos e de sensibilidade
do modelo ajustado, verificamos que as suposi¢bes de homocedasticidade
da variancia, independéncia e normalidade das observacoes parecem sa-
tisfeitas. O grafico da distancia de Cook destaca a observacao #1 com
tempo de resisténcia de 439 horas, que é muito menor que as demais
para voltagem de 200 kV. Como anélise confirmatéria, removendo tal ob-
servagao o valor-P do teste da interagao muda para 0.0109. Portanto, como
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Tabela 1 Tabela ANOVA do modelo ajustado com interagdo para o tempo
de resisténcia do vidro segundo a voltagem e a temperatura.

Fonte de Graus de Soma de Quadrado lorT lor-P
variagao liberdade quadrados médio valor- valor-
Volt 3 1943181 647727 22.41 < 0.0001
Temp 1 87049 87049 3.01 0.0954
Volt:Temp 3 390950 130317 4.51 0.0120
Total 24 693486 28895

nao ha mudanga de decisao e as suposigoes estao satisfeitas, a andlise de
diagnéstico validou a decisdo tomada a respeito do efeito de interacao.
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Figura 3 Andlise de diagnédstico do modelo ajustado: Grafico do residuo stu-
dentizado contra valor ajustado (painel superior esquerdo); Gréfico do residuo
studentizado contra indice das observacdes (painel superior direito) e Grafico nor-
mal de probabilidade do residuo studentizado com banda de 95% de confianga
(painel inferior esquerdo) e Gréfico da distancia de Cook contra indice das ob-

servagdes (painel inferior direito).
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A Figura 2 mostra o grafico dos perfis ajustados do modelo com in-
teracao, note que este gréafico coincide com o grafico dos perfis médios
da andlise descritiva uma vez que no modelo de andlise de variancia de
dois fatores com interacao o niimero de parametros é igual ao nimero de
médias.

Considere o conjunto de dados BigMac2003 disponivel na biblioteca alr4
(Weisberg, 2018) do R, em que sdo descritas as seguintes varidveis de
69 cidades de diversos pafses: BigMac: Minutos de trabalho para com-
prar um Big Mac; Bread: Minutos de trabalho para comprar 1kg de pao;
Rice: Minutos de trabalho para comprar 1kg de arroz; FoodIndex: Indice
de pregos de alimentos; Bus: Valor da passagem de onibus (em USD);
Apt: Valor do aluguel de um apartamento padrao de trés dormitérios (em
USD); TeachGI: Saldrio bruto anual de um professor de ensino funda-
mental (em 1000 USD); TeachNI: Saldrio liquido anual de um professor
de ensino fundamental (em 1000 USD); TaxRate: Imposto pago por um
professor de ensino fundamental (em porcentagem) e TeachHours: Carga
hordria semanal de um professor de ensino fundamental (em horas).

O objetivo principal do estudo é relacionar a variavel BigMac com as
demais varidveis explicativas. A fim de melhorarmos a aproximacao de
normalidade consideraramos 1BigMac, = log(BigMac,) na i-ésima cidade
como varidvel resposta. A Figura 4 apresenta os diagramas de dispersao
(com tendéncias cibicas) entre a varidvel resposta e cada uma das nove
varidveis explicativas, vemos descritivamente que a relacao de 1BigMac
tem forma quadratica com as varidveis Bread, Rice, FoodIndex, Bus,
Apt, TeachGI e TeachNI, e tem forma linear com as varidveis TaxRate e
teachHours.

Padronizamos todas as varidveis explicativas afim de tornar os co-
eficientes diretamente comparaveis, segundo a seguinte padronizacao
sBread; = (Bread; — md.Bread)/sd.Bread, ilustrada para varidvel ex-
plicativa Bread, em que md.Bread e sd.Bread sao respectivamente a
média e o desvio padrao da varidvel. Assim, todas as varidveis tém média
igual a 0 e variancia igual 1. Ajustamos um modelo linear normal para
1BigMac com todas as varidveis explicativas padronizadas e com os 7 efei-
tos quadraticos identificados na analise descritiva, através do algoritmo
de selegao stepAIC(), da biblioteca MASS (Ripley, 2023), reduzimos ao
seguinte modelo

1. 1BigMac,|x; S NO(u;,0),
« + BisBread; + ysBread?+
Ba2sRice; + YosRice?+
2. u; = [B3sFoodIndex; + 'ygsFoodIndex%—i—
B4sTeachNI; + v4sTeachNIZ+

[BssTeachHours;,
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Figura 4 Diagramas de dispersdo (com tendéncias ctibicas) entre a varidvel
resposta e cada uma das nove varidveis explicativas.

Tabela 2 Estimativas dos parametros e erros padroes
do modelo selecionado com AIC = 31.74 para relacionar
1BigMac com as demais varidveis explicativas.

Parametro  Estimativa  Erro padrao valor-P
«@ 3.36 0.03 < 0.0001
51 1.09 0.40 0.0082
Y1 -0.75 0.33 0.0266
B2 1.09 0.38 0.0054
Y2 -0.19 0.33 0.5679
B3 -1.46 0.56 0.0113
v3 -0.05 0.33 0.8900
Ba -1.94 0.71 0.0085
Y4 1.56 0.37 < 0.0001
Bs 0.41 0.30 0.1792
o 0.28

5
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em que f3; e v denotam os efeitos linear e quadratico da j-ésima variavel
explicativa para i = 1,...,69, j = 1,....5e k = 1,...,4. A Tabela 2
apresenta as estimativas dos parametros e erros padroes do modelo se-
lecionado e a Figura 5 mostra os graficos da analise de residuos e de
sensibilidade do modelo, verificamos que as suposigoes de homocedastici-
dade da variancia, independéncia e normalidade das observagoes parecem
satisfeitas. O grafico da distancia de Cook destaca as observagoes #14 e
#57 que correspondem as cidades de Shanghi e Caracas com valores de
sBread de 3.67 e 3.62, que sao muito maiores que os demais. Como anélise
confirmatoria, quando removemos tais observagoes o mesmo modelo é se-
lecionado. Portanto, como nao ha mudanga na selecao e as suposicoes
estao satisfeitas a andlise de diagnéstico validou o procedimento de selecao
realizado.
Considere o conjunto de dados motorins disponivel na biblioteca faraway
(Faraway 2022) do R, em que sao apresentadas informagoes relacionadas a
1797 grupos de apdlices de seguro de automovel no ano de 1977 na Suécia,
em que sao descritas as seguintes varidveis: Zone: 1, ..., 6 ou 7 para as
sete regides do pais e perd: Valor pago por sinistro (em coroas suecas).
Em particular, ha interesse em saber se hé diferencgas significativas entre
o seguro médio pago por sinistro em 7 regides do pais. A fim de obtermos
uma melhor aproximacao para a normalidade, vamos considerar a variavel
lperd;; = log(perdij) da i-ésima regiao e j-ésimo grupo de apdlice como
resposta. A Figura 6 apresenta os boxplots de lperd segundo a regido,
vemos descritivamente alguns outliers em todas as regioes e que apenas a
regiao 7 parece ser diferente das demais.

Seja lperd,; o valor pago por sinistro da i-ésima regiao e j-ésimo grupo
de apdlice, supondo o seguinte modelo de comparagao de médias

.
Yij = pi + €ij, €5 ~ N(0,0%),

em que y; denota a média da i-ésima regiao para i = 1,...,7 e j =
1,...,n;. A Tabela 3 apresenta a tabela ANOVA do ajuste do modelo.
Notamos que a hipotese de homogeneidade de médias entre as regides é
rejeitada, avaliada com nivel de 5%, logo existe ao menos uma regiao com
média diferente das demais. Note que como temos muitas observagoes
dentro dos grupos, as suposicoes de homocedasticidade da variancia, inde-
pendéncia e normalidade das observagoes podem ser relaxadas e a decisao
tomada a respeito da homogeneidade dos grupos ainda pode ser validada.

Aplicando o método de Tukey através do comando TukeyHSD() para
verificar quais das 21 possiveis diferengas entre as regioes sao significati-
vas, vemos na Figura 7 que apenas os intervalos (com 95% de confianga
conjunta) das diferengas envolvendo a regido 7 nao contém o 0. Portanto,
a regiao 7 € a tunica diferente das demais com média de seguro pago por
sinistro menor que as outras.
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Tabela 3 Tabela ANOVA do modelo para ajustar o seguro médio pago por
sinistro nas regices do pafs.

Fonte de  Graus de Soma de Quadrado

variagao  liberdade quadrados médio valor-F valor-P
Zone 6 19.42 3.2367 6.5796 < 0.0001
Total 1790 880.56 0.4919

14. Considere o conjunto de dados fuel2001 disponivel na biblioteca alr4
(Weisberg, 2018) do R, em que sdo descritas as seguintes varidveis refe-
rentes a 50 estados norte-americanos mais o Distrito de Columbia no ano

o o
= . . - . .
N P e N o & .t e
c - o c . o .
() e .. () LIS .o RS
_g Of..' “’o. . ...o.'.. -g o e l....ﬁ.. 0.0 .o....\..
@ A - N et
o - . o o . o . . * ° © .O
=) =)
T N . . T N A . .
[0} [0}
o e
¥ ¥
T T T T T T T T T T T T T
25 3.0 35 4.0 45 0 20 40 60
Valor ajustado Indice
o © | 57
o v O
g 3 |
kS o .
[} L
So o°
- [
[72) ‘S .
o c
S «@ N
S A % O S
3 a .
4 o s el e
¥ A O | ctote mns’s "N 0 come®omst
T T T T T o T T T T T T T T
2 -1 0 1 2 0 20 40 60
Quantil da N(0,1) Indice

Figura 5 Anélise de diagndstico do modelo selecionado: Gréfico do residuo stu-
dentizado contra valor ajustado (painel superior esquerdo); Gréfico do residuo
studentizado contra indice das observacdes (painel superior direito) e Grafico nor-
mal de probabilidade do residuo studentizado com banda de 95% de confianga
(painel inferior esquerdo) e Gréfico da distancia de Cook contra indice das ob-
servagdes (painel inferior direito).
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Figura 6 Boxplots de 1perd segundo a regido.
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Figura 7 Intervalos para as diferencgas entre as regides com de 95% de confianga
conjunta.

de 2001: UF: Unidade da federacao; Drivers: Numero de motoristas licen-
ciados; FuelC: Total de gasolina vendida (em mil galdes); Income: Renda
per capita em 2000 (em mil USD); Miles: Total de milhas em estradas
federais; MPC: Milhas per capita percorridas; Pop: Populagao com 16 anos
ou mais e Tax: Prego da gasolina (em cents/galdo).

A fim de possibilitar uma comparagao entre as UFs duas novas
varidveis foram consideradas Fuel,; = 1000FuelC,;/Pop, e Dlic; =
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1000Drivers;/Pop;, além da varidvel 1Miles; = log(Miles),, para a i-
ésima unidade da federagao. Consideramos como resposta a varidvel Fuel
e como varidveis explicativas: D1ic, 1Miles, Income e Tax. A Figura 8
mostra o boxplot robusto (gerado com o comando adjbox () da biblioteca
robustbase (Maechler, 2023)) e a densidade empirica para a varidvel res-
posta. A Figura 9 apresenta os diagramas de dispersao (com tendéncias
ctbicas) entre cada varidvel explicativa e a varidvel resposta, notamos
descritivamente que a distribuicao marginal da variavel resposta Fuel pa-
rece ser simétrica, tendo relacdo de forma nao linear com Dlic e 1Miles
e de forma linear com Income e Tax.
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Figura 8 Boxplot robusto (painel esquerdo) e a densidade empirica (painel di-
reito) para a varidvel resposta.

Ajustamos um modelo linear normal para Fuel com todas as varidveis
explicativas consideradas e somente com efeitos lineares, através do algo-
ritmo de sele¢do stepAIC() da biblioteca MASS (Ripley, 2023) verificamos
que o modelo nao é reduzido. Tentamos incluir, um a um, cada um dos
6 efeitos de interacao e avaliando o teste da inclusdo com um nivel de
significancia de 5% obtivemos o seguinte modelo

1. Fueli|xi i%i NO(‘LLi,U),
«a + (B1Dlic; + B21Miles; + PB3Income; + B4Tax;+
2. pi =
+~v1Miles;Tax;,

em que 3; denota o efeito linear da j-ésima varidvel explicativa para
i =1,...,51 e j = 1,...,4. A Tabela 4 apresenta as estimativas dos
parametros e erros padroes do modelo selecionado.

A Figura 10 mostra os graficos da analise de residuos e de sensibilidade
do modelo selecionado, verificamos que as suposigoes de homocedastici-
dade da variancia, independéncia e normalidade das observagoes parecem
satisfeitas. Os gréficos de diagndstico destacam as observacoes #51, #2,
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Figura 9 Diagramas de dispersdo (com tendéncias cubicas) entre a varidvel
resposta e cada uma das quatro varidveis explicativas consideradas.

#9, #40 e #10 que correspondem as unidades da federacao de WY, AK,
DC, RI e FL. Como anélise confirmatéria, a Tabela 5 apresenta as es-
timativas dos parametros e erros padroes do modelo selecionado quando
removemos tais observagoes, vemos que apesar de mudangas numéricas

Tabela 4 Estimativas dos parametros e erros padroes
do modelo selecionado com AIC = 572.99 para relacionar
Fuel com as demais varidveis explicativas consideradas.

Parametro  Estimativa  Erro padrao  valor-P

o -877.018 469.654 0.0684
B1 0.512 0.124 0.0001
B2 119.603 39.848 0.0044
B3 -0.006 0.002 0.0057
Ba 45.069 20.714 0.0349
Y1 -4.616 1.931 0.0211

o 61.80
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dos estimadores nenhum sinal ou inferéncia sao alterados. Portanto, como
nao ha mudancas de decisoes e as suposicoes estao satisfeitas a andlise
de diagnéstico validou o procedimento de sele¢ao realizado e o modelo
escolhido.
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Figura 10 Anélise de diagndstico do modelo selecionado: Gréafico do residuo
studentizado contra valor ajustado (painel superior esquerdo); Grafico do residuo
studentizado contra indice das observagdes (painel superior central); Gréfico nor-
mal de probabilidade do residuo studentizado com banda de 95% de confianga
(painel superior direito); Grafico da distancia de Cook contra indice das ob-
servagoes (painel inferior esquerdo); Gréfico da medida de alavanca contra indice
das observagdes (painel inferior central) e Grafico da distdncia DFFITS contra
indice das observagoes (painel inferior esquerdo).

Quanto as interpretacoes, temos que o aumento de 10 unidades na quan-
tidade de motoristas por habitantes (Dlic) de uma unidade da federagao
causa aumento de 5.12 na média do total de gasolina vendida por habi-
tante (Fuel) da unidade da federagdo e o aumento de 100 unidades na
renda por habitante (Income) causa diminui¢do de 6 unidades na média
de Fuel, em todos os casos, mantendo as demais variaveis constantes.
Como existe efeito de interagao entre 1Miles e Tax, nao podemos fazer
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Tabela 5 Estimativas dos parametros e erros padroes
do modelo selecionado com AIC = 493.60 para relacionar
Fuel com as demais varidveis explicativas consideradas
removendo as observagoes destacados na andlise de
diagnéstico.

Parametro  Estimativa  Erro padrao  valor-P

o -1267.69 555.541 0.0279
b1 0.492 0.123 0.0003
B2 156.873 50.604 0.0035
B3 -0.005 0.002 0.0019
Ba 67.972 28.234 0.0208
71 -6.768 2.537 0.0110
o 47.65

interpretacoes como as anteriores. Assim temos na Figura 11 apresenta
uma visualizacao grafica da média ajustada de Fuel em funcao de 1Miles
e Tax para D1ic = 903.68 e Income = 28403.90 fixados.

jond

Figura 11 Visualizacao grafica da média ajustada de Fuel em fungdo de 1Miles
e Tax para Dlic = 903.68 e Income = 28403.90 fixados.
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