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A Lei da Gravitacao Universal



As 6rbitas Keplerianas (elipses)

Um corpo em Orbita ao redor do
de um sistema de 2 corpos se move numa elipse



As 6rbitas Keplerianas (elipses)
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1 +cos@ a2

As elipses sao curvas realmente magicas...
veja https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse
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As orbitas Keplerianas (elipses)

time : 33.2000
Simulacoes de Rubens Machado (UFOP)

http://professor.ufop.br/remachado/hist%C3%B3ria-da-astre

circular orbit
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O plano da drbita

Aula

Mas vamos retornar ao problema de 2 corpos.
Comece notando que o plano da orbita ¢ fixo.



O plano da érbita

Produto vetorial

axXb

@ x b| = absend

Area do
paralelogramo




AxB

BxA = —-(AxB)

Regra da mao direita

@ x b| = absend




O plano da drbita

Aula

plano da orbita
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Duas observacoes, trés teoremas

® Vamos partir da observacao de duas propriedades das drbitas:
(a) O plano da drbita nao muda com o tempo: o eixo perpendicular ao movimento é fixo.

(b) A direcdo dos semi-eixos da elipse sdo fixas (nao mudam com o tempo). Isso é

equivalente a dizer que as orbitas sdo fechadas.

® Essas propriedades seguem de trés Teoremas, que vamos provar nesta aula:

— —

(i) Para forcas centrais (F ~ 7), a quantidade ¢ =7 X uVv (um vetor perpendicular ao

plano da érbita) permanece constante.

(i) No caso especifico de uma forca central que decai com ~ 1/r? , a direcdo definida

pelo semi-eixo maior pode ser expressa pelo vetor de Laplace-Runge-Lenz, e esse

vetor também permanece fixo (constante).

(iii) No caso particular da forca Newtoniana, as trajetérias sao se¢des conicas.
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Duas observacoes, trés teoremas

Teorema (ii)

® Vamos introduzir o vetor de Laplace-Runge-Lenz (as vezes chamado de
vetor de Lenz), e mostrar que ele se conserva. Pela definicao:
VX N P F VXY

—
K a , com F =ua ~r?7

+r2

® E (til, antes de demonstrar esse teorema, visualizar esse vetor:




Trajetorias: secoes conicas!

Teorema (iii)

® |sso nao é nada mais, nada menos do que a equacao para secoes cbnicas:
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C) - (b)
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- 1 +€cosg

onde:

(a) ¢ =0 sao circulos
(b) 0 < e <1 sao elipses
(c) € =1 sao parédbolas

(d) € > 1 sao hipérboles




Trajetorias: secoes conicas!

1
e Secoes cOnicas: r = L ,
1 +e€cosg
LAZ
onde ry = —2/(GM) e ¢ =k/(GM) é a excentricidade
H
(a) Orbita circular (¢ = 0)
r=ryt , Vy=wyh
— 2. A GM 2 .3
a = —wyryr = —71* , GM = wy 1,
0
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Trajetorias: secoes conicas!

¥
e Secoes conicas: r = L ,
1 +e€cosg
f2
onde 1y = —2/(GM) e ¢ = k/(GM) é a excentricidade
H

(b) Orbita eliptica (0 < e < 1)

Aqui é Gtil tomar como referéncia o periélio:

—

- 0 — 2 A

r(r))=r,i , V() =Vuud + € =PV
_)

—_— 7X f A rp 2 o N

K = —GMr —ryv: 1 —GMi ,

pYmax

H

ry = (Z1u)?*1(GM) e portanto € = (f/,u)zl(rp GM) -1

2 1u*GM

— }"(gg) = P
H
1 + (rpGM — 1) COS @




Trajetorias: secoes conicas!

8 A "0
e Secoes coOnicas: 1 = ,
Il +e€cosg

onde 7y = (Z1u)?1(GM) e € = k/(GM) é a excentricidade
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(c) Orbita parabdlica (e = 1)

A particula vem do infinito, atinge um ponto de maxima

aproximacao, e depois retorna ao infinito

—
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Trajetorias: se¢des cdnicas!

8 A "0
e Secoes coOnicas: 1 = ,
Il +e€cosg

onde 7y = 1) 1(GM) e € =k/(GM) é a excentricidade\\\
(d) Orbita hiperbdlica (¢ > 1)

A particula vem do infinito, atinge um ponto de maxima

aproximacao, e depois retorna ao infinito
- 0 — 0 — A
r(rp)_rpl ! V(rp)zvmax.] ! fzrpvmaxz
—_

e

V X f ~ rp A 0
K = -GM?P — 1y, i—GMi >

U

ry = (Z1u)?*1(GM) e portanto € = (f/pt)z/(rp GM)—-1>1

21wy IGM 1
= r(p) = i) , COSQ,, = ——

(&1p)* €
1 + <rpGM — 1> COS @




A energia potencial e o potencial efetivo

® Agora vamos retornar ao nosso problema das trajetérias e érbitas no contexto da

Lei da Gravitacao Universal de Newton.

® Nesse caso, podemos nos ater ao plano da trajetdria, definido como sendo o
—

plano perpendicular ao vetor £ = F X u v — que, lembre-se, pelo Teorema (ii), é

conservada.

® Nesse caso a velocidade pode ser decomposta em uma componente paralela a
posicdo 7, e o movimento na direcdo perpendicular:
V=yi+7V, , onde v=F e VvV, -7=0
® Agora, note que:
€ =plFX V| =prv,

® Portanto, podemos escrever:

72 = u?r? vi = vi = (Z/u)*/r?
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A energia potencial e o potencial efetivo

® Escrevendo entao vi = (L”/,u)z/r2 (onde, lembre-se, £ é constante), podemos escrever a

energia cinética da particula como:

1 1 (¢/pn)?
K=—pv?=—pu| "+
¥ 2”( 72

® Agora podemos substituir isso na expressao para a conservacao da energia, obtendo:

1, £
E=K+U=—uir+ + U(r)
2 2 ur?
1 2
=K +U.r) , onde K.=—ui* e Ur)=U@r) +
® Dado o potencial Newtoniano U(r) = — GMm/r , temos:
U7 GMm N £?
r) = —
o r 2 ur?

® Reduzimos, assim, um problema em 3D a um problema em 1D (o raio r):
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A energia potencial e o potencial efetivo

® O potencial efetivo para as trajetérias e 6rbitas de particulas sao, portanto,

determinadas em termos do potencial efetivo para o movimento radial:

GMm £?
_|_
r 2 1 r?

Uef(’”) = =

(a) Orbita circular
(b) Orbita eliptica
(c) Trajetdria parabdlica

(d) Trajetdria hiperbdlica

_|_

K.+ U, = E = constante

f2
2 1 r?

U(I’)=E — =0

potencial centrifugo
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