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A integral de Darboux

Vamos dar uma nogdo (devido a Darboux) equivalente a nogdo de
integral de Riemann que apresenta algumas vantagens na obtencdo
de critérios de integrabilidade. Seja f : [a, b] — R uma fun¢do
limitada e

P:a=xg<x1<x2<:<Xp=b,
uma parti¢cdo de [a, b]. Sejam

Mi= sup f(x) e mi= inf f(x), 1<i<n.

x€[xi_1,xi] X€[xi—1,x]
Defina a soma superior S, (inferior sp) de f relativamente a
particao P por
np np
SP = Z M,'AX,' Sp = Z m,-Ax,-
i=1 i=1
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Seja P uma particdo e @ uma particdo obtida de P adicionando
um ponto X. E imediato que Sg < Sp e que sg > sp. Mais
geralmente, se P C Q temos que Sg < Sp e que sg > sp.

Dadas duas parti¢cdes P e @ denotamos por P U @ a particdo
formada pelos pontos de P e de Q.

Segue que, dadas duas particdes P e @ quaisquer

inf f(x)(b—a) <sp <spug < Spug < Sg < supf(x)(b— a)
x€|a,b] x€[a,b]
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Definicao

Se & denota o conjunto de todas as partigGes do intervalo [a, b] e
f :[a, b] = R € uma funcdo limitada a integral superior (inferior)
de f € definida por

b b
/ f(x)dx =inf {Sp: P € &} / f(x)dx =sup{sp: P € #}

Definicao
Uma fungdo limitada f : [a, b] — R é Darboux integrdvel se, e

somente se,
b b
/ f(x)dx :/ f(x)dx
a a

b
e neste caso o valor comum é denotado por D/ f(x)dx
a
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Teorema
Uma fungdo limitada f : [a, b] — R é Darboux integrdvel se, e
somente se, dado € > 0 existe particdo P € &2 tal que

Sp—sp <e.

Prova: Recorde que, se R, Q € & entdo,

b b
Sr > SruqQ > / f(x)dx > / f(x)dx > sgug > s@.
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Teorema
Uma fungdo limitada f : [a, b] — R é Riemann integrdvel se, e
somente se, é Darboux integravel e em qualquer caso

D / i f(x)dx = / i f(x)dx.

Lembrar do Teorema do Confronto para D = R. Para qualquer
particdo P de [a, b| vale

[fta= [000x o < z_n;f(c")m’ <50 o= [ oo

1

R = D é ainda mais simples, segue da definicdo de sup e inf.
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Proposicao
Se f for continua em [a, b] ent3o,

» f € uniformemente continua, isto €, dado € > 0 existe 6 > 0
(que depende somente de €) tal que, se x,y € [a, b] e
|x — y| < 0 entdo, |f(x) — f(y)| < e. (Exercicio)

» f & Darboux (e Riemann) integravel em |[a, b].
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Definicao

b
Se existir a integral / f(x) dx, entdo definiremos
a

/baf(x)dx:—/abf(x)dx.
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Propriedades da Integral

Sejam f, g : [a, b] — R fun¢des integriveis. Entdo
> Para todo k € R, a fungdo f + kg é integravel e
b b b
/ (f + kg)(x) dx = f(x)dx+k | g(x) dx.
> Sea<c<d<b, entio f éintegrével em (.?, d].
» Se f(x) > 0, para todo x € [a, b], entdo fab f(x) dx > 0. Em
particular, se g(x) < f(x) para todo x € [a, b], entdo
g(x) dx < f(x) dx.
> Se existirem as intggrais [3f(x) dx e fcb f(x) dx, com
¢ € [a, b], entdo existird a integral fab f(x) dx e

/abf(x) dx:/:f(x) dx+/cbf(x) dx .
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Vamos apenas provar a primeira propriedade e no caso k = 1, os
demais casos s3o deixados como exercicio. Sabemos do critério de
integrabilidade que, dado € > 0 existem partices P, Q € & tais
que 5,§ — s,’; <e€/2e Sg — sé < €/2. Assim,

b b
sh + 55 < s,qu + spug < / f(x) dx+/ g(x) dx
a a
< Shug + Séug < Sh+S%

Como (exerC|C|o) SPUQ + Spug < spU < S,gté < 5,’;UQ + S8

segue que SPUQ s,’;z% < €. Do critério de integrabilidade f + g é

integravel e, como € > 0 é arbitrario,

/ab(f+g)(x) dx:/abf(x) dx+/abg(x) dx.
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Teorema (Teorema Fundamental do Calculo)

Se f : [a, b] — R € continua entdo, a funcdo g definida por

g(x):/xf(t)dt, a<x<b

é diferencidvel em [a, b] e g'(x) = f(x).
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Prova: Se x e x + h estdo em [a, b], entdo
x+h X
g(x+h)—g(x)—/ () dt—/ f(t) dt
a a

:/axf(t) dt+/xx+hf(t) dt—/axf(t) dt
:/XXH, f(t) dt,

logo para h # 0,

g(X+h)_g(X) 1/X+h f(t) dt.
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Como f é continua em no intervalo fechado de extremos x e x + h
pelo Teorema de Weierstrass existem x; e xp entre x e x + h tais
que f(x1) < f(t) < f(x2) para todo t entre x e x + h. Logo,

x+h
f(x) < i/x ’ f(t) dt < f(x2).

ou equivalentemente,

Fix) < EXF hz —&0) _ ¢().
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Agora, quando h — 0, x1 — x e x — x. Conseqlientemente,

Illno f(x1) ="f(x), e ’Llno f(x2) = f(x),

pois f é continua, e assim pelo Teorema do Confronto,

£/(x) = lim g(x+ h/)7 —&(x)

= f(x),

e o teorema estd demonstrado.
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Exemplo
Ache a derivada da funcdo g(x / V14 t2 dt.
Como f(t) = v/1+ t2 é continua, pelo Teorema Fundamental do

Célculo g'(x) = V1 + x2.

Exemplo
4

Calcule a derivada de g(x) = / sec(t) dt.
1

Utilizamos o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra da
Cadeia. Seja u = x*, entdo

-3 [[ w2 [ty
g(x)—dX . sec(t) d sec( dx

= sec(u)d—u = sec(x*)4x3.
Ix
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Do Teorema Fundamental do Cdlculo, se
f :[a,b] — R é continua entdo

é uma primitiva de f. Se G é outra primitiva de f , temos que
existe uma constante k € R tal que F(x) = G(x) + k. Como
F(a) = 0 temos que G(a) = —k e

F(x) :/ F(t)dt = G(x) — G(a).
a
Em particular (para qualquer primitiva G de f, inclusive F)

[P f(t)dt = G(b) — G(a).
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