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Introduciao

Muitos dos fenomenos estudados em ciéncia politica (CP) e relagdes internacionais (RI)
variam de maneira significativa ao longo do tempo. Muitas vezes, estamos interessados
em compreender mudangas no objeto de pesquisa no decorrer do tempo (Pevehouse e
Brozek, 2008), testar os efeitos de uma variacdo temporal em outra ou utilizar dados
passados para prever eventos futuros (Brandt, Freeman e Schrodt, 2011). A andlise de
séries temporais (time series) permite testar hipoteses calcadas na influéncia do tempo
no comportamento das observagdes, organizando os dados sequencialmente ao longo de
uma série temporal (Barberia, 2019). Um atributo singular deste tipo de estruturacao
dos dados ¢ a modelagem da dependéncia das observacdes vizinhas, auxiliando a
teorizagdo de eventos dinamicos (Ehlers, 2005).

Séries temporais sdo muito utilizadas em distintas agendas de pesquisa nas areas de CP
e RI, constituindo-se em uma das ferramentas metodologicas primordiais na formagao
das pesquisadoras e dos pesquisadores desses campos. Nas relagdes internacionais, por
exemplo, muitos estudos quantitativos analisaram os paises em séries temporais por
diade (Maoz e Russett, 1993), na qual pares de nagdes sdo anualmente observados por
largos periodos de tempo, possibilitando testar os efeitos de regime politico,
interdependéncia econdmica e nivel de poder militar relativo na propensdo de conflito
entre os paises (Russett e Oneal, 2001). De maneira geral, a utilizacdo de diferentes
variedades de séries temporais nos estudos comparados em CP e RI tem contribuido ao
desenvolvimento empirico e tedrico, configurando-se como uma técnica muito discutida

(Beck e Katz, 1995) e aplicada (Whitten e Williams, 2011) nessas areas.

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar procedimentos metodoldgicos de séries de tempo

capazes de mensurar as relacdes entre duas ou mais varidveis identificadas por modelos



teoricos da ciéncia politica e das relagdes internacionais. Esses procedimentos
metodoldgicos permitem mensurar as relagdes contemporaneas e passadas entre as
varidveis propostas pelo modelo teodrico escolhido e testar os impactos de alteracdes em
uma das variaveis nas demais. Por esse motivo, permitem avaliar, por exemplo, os
impactos de politicas publicas em indicadores sociais. Uma caracteristica muito
importante das séries temporais ¢ a viabilizagdo de uma andlise comparada tendo como
objeto de pesquisa apenas um pais, subdividido em varias unidades no tempo. Uma
vantagem dos estudos comparados de um tUnico pais, quando confrontados aos estudos
de muitos paises, ¢ o menor nivel de abstragdo requerido, permitindo uma analise mais
intensiva sobre o objeto de pesquisa e a inclusdo de elementos especificos do pais
(Landman, 2008). Um exemplo da abordagem comparada de um unico pais € o trabalho
de Lipset e Marks (2000) sobre a auséncia contra intuitiva de um partido socialista nos
Estados Unidos. Os autores utilizam séries temporais de imigracdo e propor¢ao da forca
de trabalho sindicalizada no pais, por exemplo, para compreender o excepcionalismo

norte-americano quanto a auséncia de um partido socialista relevante.

Para ilustrar os principais passos na estimacdo de modelo com séries temporais vamos
utilizar dados de homicidios por 100 mil habitantes do Brasil entre 1980 e 2017. A ideia
central ¢ averiguar a associagdo entre a série temporal de violéncia no Brasil e séries
temporais socioecondmicas, especificamente a desigualdade de renda. Quatro motivos
centrais nos motivaram a escolher a relagdo temporal entre homicidios e dados
socioecondmicos como ilustracao da analise de séries temporais. O primeiro diz respeito
a relevancia social do tema no Brasil. O pais apresenta a décima terceira maior taxa de
homicidio no mundo (Igarapé, 2018) e em 2017, pela primeira vez, o principal problema
do pais apontado pela opinido publica foi a violéncia (Latinobardmetro, 2018).
Segundo, o tema perpassa distintas areas do conhecimento nas ciéncias sociais, com
destaque para sociologia, economia, direito, filosofia, psicologia e ciéncia politica,
constituindo-se em um programa de pesquisa interdisciplinar. Terceiro, ha um crescente
interesse na area de ciéncia politica do Brasil em compreender a eficacia das politicas
publicas estaduais de combate ao crime violento (Ferreira, 2011; Portella e Nascimento,
2014; Zaverucha e Noébrega Junior, 2015; Freire, 2018). Por fim, o estudo proposto
ilustra um modelo comparado para apenas um pais, cujos dados em séries temporais
costumam ser modelados estatisticamente e podem ser aproveitados para incluir uma

variedade de variaveis explicativas (Landman, 2008: 92).



Denominaremos uma série de tempo como uma sequéncia temporal {y:} que pode
tomar valores no conjunto dos numeros inteiros ou no conjunto dos numeros reais.
Apesar de muitas variaveis socioeconOmicas assumirem valores em um intervalo
continuo, observamos os seus valores somente na frequéncia de divulgacdo dos dados
pelo governo ou pelas instituicdes responsaveis por suas divulgagdes. O Instituto de
Pesquisa Econdmica Aplicada (IPEA) divulga o Atlas da Violéncia na frequéncia
mensal ou anual (Cerqueira, 2019). A taxa de homicidios totais (por 100 mil habitantes)
esta disponivel na frequéncia anual para o territdrio nacional, de 1980 a 2017. Dessa
forma, a série temporal ‘homicidios’ {y:} € equivalente as realizagcdes yioso, Y1981,
y1982..... Y2017. O grafico 1.1 abaixo mostra a oscilagdo anual ao longo de uma tendéncia

de crescimento de longo prazo dos homicidios no Brasil:

Grafico 1.1: Crescimento persistente de homicidios
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Fonte: Elaborado pelos autores com dados de IPEA (2019)

A presenca de tendéncia de longo prazo implica ndo convergéncia da série temporal
para um valor finito, ou seja, um crescimento ou decrescimento infinito quando o
horizonte temporal aumenta indefinidamente, o que seria equivalente a um
comportamento explosivo da série. Nesse caso, o modelo classico de regressao pode
gerar resultados enganosos. Suponha, por exemplo, que tenhamos duas varidveis
quaisquer, yic € y2r, com tendéncia crescente ao longo do tempo, como o consumo de

paes e o consumo de jornais. Possivelmente, se fizermos uma regressao simples pelo



método dos minimos quadrados ordinarios de consumo de jornais como uma fung¢do do
consumo de paes, encontraremos que o aumento do consumos de paes tem um impacto
positivo e estatisticamente significante em consumo de jornais. Isso ¢ o que chamamos
de regressdo espuria, uma regressdo com parametros ¢ R-quadrado estatisticamente
significantes, mas cujos resultados ndo encontram respaldo em modelo teérico algum.
Apesar de ndo existir uma teoria predizendo uma relagdo entre consumo de paes e
jornais, as variaveis tendem a crescer juntamente com uma terceira variavel, o

crescimento econdmico.

Muitos modelos econométricos, como os univariados auto-regressivos de médias
moveis (autoregressive moving average - ARMA), os multivariados auto-regressivos de
defasagens distribuidas (autoregressive distributed lag - ADL) e os modelos de vetor
auto-regressivos (vector autoregressions - VAR), foram desenvolvidos para o
entendimento das oscilagdes de curto prazo das séries temporais ao longo de suas
tendéncias de longo prazo. Nesse caso, primeiramente testa-se pela presenca de
tendéncia em cada uma das varidveis apontadas pelo modelo tedrico. Se houver
evidéncia de tendéncia e ndo houver uma combina¢ao das varidveis do modelo que seja
estacionaria, retira-se as tendéncias de cada variavel, e estima-se o0 modelo com os
componentes estaciondarios de cada varidvel. Em contrapartida, se as varidveis
apresentarem um comportamento explosivo quando analisadas individualmente, mas
houver uma relagdo convergente entre elas, estima-se um modelo de vetor de
cointegracdo (VEC). Nesse capitulo de introducdo a séries temporais, abordaremos

apenas os modelos ARMA e ADL.

Portanto, faz-se necessario entender se as séries temporais apresentam tendéncias de
longo prazo antes de se estudar e escolher os modelos de séries temporais multivariados
apropriados para cada caso. Na secdo 1.2, apresentaremos a defini¢do de processos
covariancia-estaciondrios, os tipos de tendéncia exibidas pelas séries temporais, bem
como os testes possiveis para a deteccdo dessas tendéncias. Na seg¢do 1.3,
descreveremos os testes de raiz unitdria. Na se¢do 1.4, apresentaremos os modelos
univariados ARMA, bem como os métodos para a estimagdo dos parametros do modelo.
Na se¢do 1.5, exibiremos os modelos multivariados ADL, e finalizaremos o capitulo na
secdo 1.6, com a ilustracdo do procedimento para a estimag¢dao de um modelo ADL para

as relacdes entre a desigualdade socioeconomica e a taxa de homicidios no Brasil.



1.2 Tendéncias presentes em séries temporais
1.2.1 Processos covaridncia-estaciondrios

Embora o desenho de pesquisa experimental esteja presente na ciéncia politica e nas
relagdes internacionais (McDermott, 2002), ¢ muito comum a disponibilidade apenas de
uma Unica série temporal de dados historicos ano a ano para cada variavel, ndo sendo
possivel realizar qualquer tipo de desenho experimental. Por exemplo, se desejamos
estudar as causas dos homicidios no Brasil, obtemos uma Unica série historica de
homicidios em territdrio nacional ano a ano. A partir dessa série, desejamos obter
conclusdes sobre o padrao de homicidios. Intuitivamente, seria como se estivéssemos
coletando inimeras amostras, uma para cada periodo temporal. Ja que temos uma Unica
série temporal disponivel, seria ideal que o comportamento de estatisticas amostrais de
relevancia para o estudo convergisse para o valor verdadeiro das estatisticas
populacionais, dado o niimero de periodos amostrais disponiveis. Para que pudéssemos
inferir aspectos sobre o comportamento populacional, gostariamos que o
comportamento dessas amostras tivesse um mesmo padrao ao longo do tempo, como

ocorre com os processos chamados covariancia-estaciondrios.

Um processo estocastico ¢ dito fracamente estacionario ou covaridncia-estacionario se a
sua média, variancia e auto-covariancia sdo finitas e independentes do instante ‘t’ em
que sdo mensuradas. Denotando-se a média, a variancia e a covariancia por E(), Var( ) e
Cov( ), respectivamente, uma série temporal ¢ covariancia-estacionaria se, € somente se,

as trés condigdes a seguir sdo satisfeitas:

1. E(y:) = u para qualquer instante ‘t’.
2. Var(y,) = o2 para qualquer instante ‘t’.
3. E(Y:Y¢-j) = v;j para qualquer instante ‘t’ € ‘j°, sendo ‘j” um numero qualquer do

conjunto dos nimeros naturais.

A primeira e a segunda condi¢des dizem que a média e a varidncia do processo sdo
constantes e finitas, ndo dependendo do momento em que sdo analisadas. A terceira
condi¢do diz que a auto-covariancia ou covariancia entre um valor e o seu valor em um
momento anterior depende apenas da distdncia temporal ‘j° entre elas, e ndo do
momento ‘t’ de andlise. Por exemplo, se a série de homicidios no Brasil for covariancia-
estaciondria, entdo podemos inferir a média de homicidios no Brasil a partir do valor

médio amostral, calculado da seguinte forma:



- _ Xt Ve
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em que ‘n’ é o numero de periodos disponiveis.

Cabe-se destacar um caso especial de processo covaridncia-estaciondrio, chamado de
processo ruido branco (white-noise). Um processo white-noise ¢ aquele que possui
média equivalente a zero, varidncia constante e auséncia de autocorrelacdo entre um
momento ‘t” ¢ um momento anterior qualquer. Dessa forma, uma série temporal ¢é

white-noise se, e somente se, as trés condi¢des a seguir sdo satisfeitas:

1. E(e;) = 0 para qualquer instante ‘t’.
2. Var(e;) = o para qualquer instante ‘t’.
3. E(ecer—;) = 0 para qualquer instante ‘t’ € °j’, sendo ‘j” um nimero qualquer do
conjunto dos nimeros naturais.
Veremos que, de acordo com os critérios de Box e Jenkins (1976), uma série temporal

estd adequadamente modelada somente se o residuo do modelo se comportar como um

processo white-noise.

Algumas séries de tempo apresentam tendéncias deterministicas e/ou estocasticas, as

quais as tornam ndo-estaciondrias, sendo o topico apresentado nas subsegdes 1.2.2 e

1.2.3.

1.2.2 Tendéncias deterministicas

Suponha que uma série temporal {y:} sempre aumente no valor de uma constante ‘c’, de
um periodo para o outro, podendo ser representada através de uma linha reta, com

inclinacdo ‘c’ em relagdo ao eixo temporal ‘t’:

Grafico 1.2: Tendéncia deterministica
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Fonte: Elaborado pelos autores

Suponha que no primeiro momento quando t=0, o valor da série seja yo. No momento

t=1, seu valor y; serd dado por yo+c, € assim sucessivamente:

Yo = Yo
Y1=YotC
Y2 =Y+ 2cC

Dessa forma, pode-se representar essa série da seguinte forma:

Ye = Yo+ c(t)
Além de uma linha reta, uma tendéncia deterministica também pode ter o formato de
uma pardbola ou de uma curva qualquer, cujos valores podem ser descritos

precisamente ou aproximados por um polindmio através, por exemplo, de uma expansao

em série de Taylor da fun¢do deterministica desconhecida:

Ve =Yo +c1(t) + -+, (")

A série{y:} apresentada consiste, exclusivamente, em uma tendéncia deterministica. A
maioria das séries em ciéncia politica e relagdes internacionais ndo ¢ exclusivamente
deterministica, visto que ndo podem ser previstas com exatiddo. Uma série temporal ¢é
geralmente equivalente a realizagdes de uma variavel aleatéria. Uma varidvel aleatoria
ou estocastica ¢ aquela que assume valores aleatorios ou ndo deterministicos em
periodos futuros. Dessa forma, ndo existe um valor Unico ‘b’ tal que a probabilidade da
série tomar esse valor no proéximo periodo ¢ exatamente 1 ou 100%. Nesse caso, a
variavel seria deterministica, pois saberiamos ao certo o seu valor no proximo periodo.
Diferentemente, uma variavel aleatoria ¢ aquela para a qual existe pelo menos um valor
‘b’ tal que a probabilidade da série assumir esse valor ¢ maior do que zero e menor do
que 1. Ou seja, existe pelo menos um valor tal que nao sabemos se a varidvel assumira

ou nao esse valor.

Na série temporal de homicidios apresentada, os valores yi9go, Y1981, y1982..... ¥2017 SA0
tidos, um a um, como realizagdes de uma varidvel aleatéria. Isso porque sabemos os
seus valores ex-post ou depois de terem ocorrido, mas ndo sabiamos ao certo esses
valores ex-ante ou antes de terem ocorrido. Dessa forma, uma série temporal, quando
apresenta uma tendéncia deterministica, geralmente apresenta conjuntamente um

componente aleatdrio e covariancia-estacionario u;, podendo ser escrita como:



Ve =Yoo+ () + -+ (") +ug

Muitos modelos econométricos de séries de tempo necessitam de uma série convergente

para que possam ser estimados. Nesses casos, anteriormente a estima¢do do modelo,

deve-se testar a presenca conjunta de tendéncia deterministica e estocastica, como

apresentado na subsecdo 1.2.3, sobre testes de tendéncia estocastica ou de raiz unitdria.

Se a evidéncia empirica ndo rejeitar a hipotese de tendéncia estocdstica, deve-se

eliminar a tendéncia estocastica, trabalhando-se com a primeira diferenca da série (y; —

V¢—1), em vez de y, no procedimento descrito nesta subse¢do. Se a evidéncia empirica

rejeitar a hipotese de tendéncia estocastica mas apontar para a presenga de tendéncia

deterministica, pode-se retirar essa tendéncia da série, adotando-se o seguinte

procedimento:

2.

Estima-se os parametros c;, C,....... , ¢, do polindmio, considerando-se o grau
maximo ‘n’ plausivel. Na maioria dos casos, o polindmio tem grau méaximo 3.
Para essa estimacgdo, faz-se a regressdo da série y, contra a série de valores
temporais t, t-1, t-2, t-3..., no nivel, ao quadrado, ao cubo e até o expoente
maximo do polindmio considerado.

Aplica-se testes estatisticos t padrdes para determinar o grau do polindémio, com
hipotese nula de que o valor do parametro ¢ equivalente a zero. Primeiramente,
aplica-se um teste t no ultimo parametro estimado c,. Se esse teste implicar na
rejei¢do da hipotese nula, ha evidéncias de que o parametro ¢ estatisticamente
significante e identificamos que a tendéncia deterministica tem grau ‘n’. Caso
contrario, se a hipdtese nula nao for rejeitada, aplica-se um teste t no pardmetro
anterior c¢,_;. Se houver evidéncia de que o parametro ¢ estatisticamente
significante, entdo a tendéncia deterministica parece ter grau ‘n-1’. Caso
contrario, aplica-se um teste t no parametro c,_, . Finaliza-se esse processo,
quando ¢ testada a significancia de todos os pardmetros do polindmio.
Concluimos que a tendéncia deterministica parece ser dada por um polinémio de
grau equivalente ao maior expoente da série temporal associado a um parametro
estatisticamente significante.

Por exemplo, se iniciamos com um polindmio de grau 2, testamos a
significancia de c,. Caso seja estatisticamente significante, concluimos que a
tendéncia deterministica parece ser dada por um polindmio de grau 2. Caso

contrario, testa-se a significancia de c;. Caso seja estatisticamente significante,



concluimos que a tendéncia deterministica parece ser dada por um polindmio de
grau 1, caso contrario, ndo ha evidéncia de que a série temporal apresenta
tendéncia deterministica.

3. O componente aleatério da série ¢ equivalente ao valor da série subtraido do
valor de sua tendéncia deterministica. A estimativa do componente aleatdrio da
série ¢ dada pela diferenga entre o valor da série temporal y; e a estimativa da
tendéncia deterministica:

U=y — o+ CT1(O) + -+ Tp(M)

4. Muitos modelos econométricos sdo utilizados para modelar essa estimativa do
componente aleatorio como os modelos univariados auto-regressivos de médias
moéveis (ARMA) e os modelos multivariados auto-regressivos de defasagens

distribuidas (ADLs).

Por exemplo, se testarmos pela existéncia de tendéncia deterministica para a série do
indice de desigualdade brasileiro GINI, de 1980 a 2018, obtemos que apenas os termos

t e t? sdo importantes para explicar a tendéncia deterministica:

GINI, = c0 + 38.28(t) — 0.01(t*) + u,
(3.81) (—3.83)
Com as estatisticas t entre parénteses, indicamos a significancia dos parametros ao nivel
de 1%. Porém, esses resultados sdo enganosos, visto que ndo podemos rejeitar a
hipotese nula de presenca de tendéncia estocastica em GINI, quando realizamos um
teste conjunto para presenga de tendéncia deterministica e estocéastica. Como veremos
na proxima subsecdo, nesse caso, devemos tomar a primeira diferenca da série (GINI; —
GINI,_,) para torna-la estacionaria. Podemos testar também se a série possui uma
tendéncia deterministica, além da tendéncia estocéstica, estimando-se a regressdo da sua

primeira diferenca contra os termos de tendéncia. Os resultados sdo:

GINI, — GINI,_, = c0 — 7.47(t) + 0.002(t2) + u,
(-=0.07)  (0.07) ’

e obtemos que os parametros sdo todos estatisticamente insignificantes.
As séries com tendéncia deterministica sdo também chamadas de trend stationary

(tendéncia estacionaria), ja que se tornam estaciondrias ao se eliminar a sua tendéncia

deterministica, subtraindo-a da série original. Além de tendéncias deterministicas, as



séries temporais podem apresentar tendéncias estocasticas, das quais trataremos agora.

1.2.3 Tendéncias estocasticas

Suponha que o valor de uma série temporal{y:} seja sempre equivalente ao seu valor no

periodo anterior {y:1} adicionado a um termo aleatdrio white-noise e;:

Ve =Ye-1 T €
Esse processo ¢ uma tendéncia estocdstica, sendo denominado passeio aleatério ou
random walk. Muitas séries temporais apresentam esse comportamento. Por exemplo,
de acordo com a teoria da aleatoriedade dos retornos das acdes popularizada por

Cootner (1964) e Fama (1965), os precos das agdes p, seguiriam uma random walk:

Pt = Pt-1 t+ €,

em que e; ¢ um processo white-noise.

Portanto, as variacdes dos precos das acdes (p; — py_1) seriam aleatorias ou

imprevisiveis e dadas pelo componente white-noise e;:

Pt — Pt-1 = €

Se essa hipotese ndo fosse refutada empiricamente, seria impossivel obter retornos
positivos apostando em agdes. Entretanto, diversos autores mostraram evidéncias
contrarias a essa hipotese. Lo e Mackinlay (2002) refutam a hipdtese de random walk
através de testes baseados na volatilidade dos retornos das ac¢des. Jegadeesh e Titman
(1993) apresentam evidéncia de que a compra de acdes que deram retornos
relativamente altos nos Ultimos meses e a venda de agdes que tiveram retornos ruins

podem ser rentaveis.

Para entender o comportamento ndo convergente de uma random walk, construiremos
uma série y;, tal que no primeiro momento t=0 o valor da série seja yo, no momento t=1,
seu valor y; seja dado por yot+e;, € assim sucessivamente:

Yo =DYo

Yi=Yot e
Yo =Y1t e



Ye =Ye-1 T €
Podemos reescrever y,, substituindo-se pelo valor de y;, como:

Y2=Yote te
Da mesma forma,

Y3 =Y, te3
Y3 =Yot+te +e,+e3

Dessa forma, pode-se representar essa série da seguinte forma:

t
Ve =Yo + Z(en)
n=1

O que caracteriza um processo random walk é a persisténcia dos choques ao longo do
tempo. Observa-se que o efeito de um choque aleatorio qualquer e,, ndo se dissipa com
o passar do tempo, pois tem um impacto permanente no valor da série y;, a partir do
momento ‘n’ em que ocorre. Por isso, esse processo ¢ caracterizado como uma

tendéncia estocastica.

Se tomarmos a expectativa ndo-condicional da série y, obtemos:

E(v) = EQo) +E ) (e)

) =0+ ) E (en)
=Yo "~

O valor esperado de y, ¢ exatamente y,, visto ser uma constante qualquer. O valor
esperado da soma dos termos aleatorios ¢ equivalente a soma dos seus valores
esperados, propriedade caracteristica do operador esperanca. Além disso, o valor
esperado de cada um dos termos aleatorios ¢ zero. Dessa forma, o valor esperado da
série ¢ equivalente ao valor da condicdo inicial y, para qualquer horizonte temporal t.
Porém, a variancia da série depende do horizonte temporal, sendo maior quanto maior o
valor de t. Dado o pressuposto de processo e, white-noise, que implica em auséncia de

correlacdo entre os choques, tem-se que:



Var(ye) = Var(yo) +Var ) (en)

Var(y) = ) Var(ey)

=0’4+0%+4 -+ 07?=to?

Dessa forma, vemos que a variancia de um processo random walk tende ao infinito
quando o tempo tende ao infinito. Isso leva a série a apresentar desvios persistentes em
relacdo a qualquer valor finito ou auséncia de convergéncia a sua média ndo-condicional

nos horizontes temporais observados.

Vimos que um processo estocastico ¢ dito fracamente estacionario ou covariancia-
estacionario se a sua média, varidncia e auto-covariancia sdo finitas e independentes do
instante ‘t” em que sdo mensuradas. Dessa forma, tem-se que random walk nao ¢ um

processo estacionario.

O grafico 1.3 mostra a simulagdo de 10 séries random walk com pardmetro y,
equivalente a 0 e e;~ N(0,1). As séries foram simuladas no programa STATA. Cada
uma das 10 linhas corresponde a um processo random walk diferente, sujeito a choques
aleatorios distintos e independentes e; ~ N(0,1). Vejam que as séries com linhas
solidas foram sujeitas aleatoriamente a choques de maior magnitude e ndo apresentam
tendéncia de convergéncia a qualquer valor finito no periodo analisado. J&4 quanto as
séries em tracejado, apesar de aparentarem um comportamento mais convergente ao
valor da média nao-condicional, isso ocorre por sorte de ndo terem sido afetadas por
choques elevados no curto periodo analisado. Deve-se, portanto, ter cautela e ndo se
tirar conclusdes sobre a convergéncia de uma série através de uma andlise visual de seu

comportamento em um curto periodo de tempo.

Graficol.3: Processos random walk




Fonte: Elaborado pelos autores.

Para entender a diferenga entre o processo gerador de uma série convergente € uma
random walk, considere uma série temporal qualquer {y:} e componente aleatorio

white-noise e;, que seja funcao apenas de seu valor no periodo anterior y,_4:
Yt = PYr-1 T €,
em que |p| < 1.

No primeiro momento t=0, o valor da série ¢ dado por yo. No momento t=1, seu valor y;

sera dado por pyote,, € assim sucessivamente:

Yo =DYo
Yi=pPYot+e€
Y2 =py: +e;
Ye = PYt-1 T €

Podemos reescrever y,, substituindo-se pelo valor de y;, como:

V2 = Pz}’o +a.eq t+e;
Da mesma forma,
Y3 = pYy, te;
y3 = p>yo + pes + pe; + e3

Portanto, pode-se representar essa série da seguinte forma:
t—1
Ye=p"yo + z p"(€c—n)
n=0

A convergéncia de uma série autoregressiva de ordem um ou que seja funcao apenas de
seu valor no periodo anterior y,_; depende do valor do parametro p. Tem-se trés casos

possiveis:

1. Se |p| < 1, temos que o termo p* serda menor quanto maior for o valor de ‘t’. Assim,
o impacto da condi¢do inicial y, no valor da série y; vai se reduzindo com o passar do

tempo e tende a zero quando o tempo tende ao infinito. Da mesma forma, o impacto de



choques passados na série tendem a se dissipar com o passar do tempo. Esse seria o

caso de processos covaridncia-estacionarios.

2. Se |p| = 1, tem-se uma random walk em que o impacto da condigdo inicial em y;
ndo se reduz ao longo do tempo. Da mesma forma, os choques estocasticos passados

tém um efeito permanente na série, o que leva a ndo convergéncia da série.

3. Se |p| > 1, tem-se uma série explosiva em que o termo p* serd maior quanto maior
for o valor de ‘t’. Nesse caso, o impacto da condig¢do inicial y, em y, aumenta ao longo
do tempo. Da mesma forma, os choques estocasticos passados tém um efeito crescente

na série, o que leva a um comportamento ndo-convergente e explosivo da série.

O Gréafico 1.4 apresenta a simulacdo em que sdo plotadas as séries y; = py,_q +
e, para quatro valores positivos de p: 0,5;0,9; 1; 1,1. A condicdo inicial y, foi tomada
como sendo equivalente a 0 e foram gerados 20 choques aleatorios e;~ N(0,1) para a
construcdo da série y, = py;_q + e;; t=1,2...,20. Os choques aleatorios sdo os mesmos
para as quatro séries. Vé-se que as séries y; € ¥, , em tracejado, com p equivalente a 0,5
e 0,9, respectivamente, possuem comportamento convergente ao redor de zero, com
taxa ou rapidez de convergéncia maior para a série y;, com menor valor de p. As séries
V3 € Y4, com p equivalente a 1 e 1,1, ndo apresentam comportamento convergente. A
série y; € uma random walk, apresentando choques persistentes, com impacto que ndo
se reduz ao longo do tempo, e a série y,, de cardter explosivo, apresenta choques com

impacto crescente ao decorrer do tempo.

Grafico 1.4: Convergéncia de séries temporais com p > 0

————— y1(rho=0.5) = ==== y2(rho=0.9)
y3(rho=1.0) y4(rho=1.1)

Fonte: Elaborado pelos autores.



No grafico 1.5 realizamos o mesmo exercicio apresentado no grafico 1.4, porém com
valores negativos de p (—0,5; —0,9; —1; —1,1), o que implica em carater oscilatorio da
série. A condicdo inicial y, ¢ igual a 0 e foram gerados 20 choques aleatérios e; ~
N(0,1) para a construcdo da série y, = py;_q + e, para t=1,2...,20. Os choques
aleatérios sdo os mesmos para as quatro séries apresentadas. Nesse caso as séries em
tracejado, com |p| < 1, apresentam comportamento convergente. Ja as séries com p
equivalente a -1 e -1,1, apresentam comportamento divergente. Pode-se notar que essas
séries apresentam variadncia que cresce ao longo do tempo, com picos de magnitude
cada vez mais elevada, diferentemente das séries convergentes, com variancia limitada

ao longo do tempo.

Grafico 1.5: Convergéncia de séries temporais com p < 0

T
0 5 10 15 20
tempo

————— yi(rho=-0.5)  ———="- y2(rho=-0.9)
y3(rho=-1) y4(rho=-1.1)

Fonte: Elaborado pelos autores.

Os procedimentos para eliminacdo da tendéncia e estimagcdo de um modelo para o
componente convergente da série dependem do tipo de tendéncia que a série possui. No
caso de uma tendéncia deterministica, vimos que devemos estimar os pardmetros da
tendéncia e subtrair a tendéncia da série. J4 no caso de uma tendéncia estocastica dada
por um random walk, tem-se que a primeira diferenca da série € equivalente ao processo

white-noise e, e, portanto, covaridncia-estacionaria:

Ve = YVi-1 = €

Dessa forma, a média, a variancia e a autocovariancia da primeira diferenca da série



respeitam a defini¢do de processo covariancia-estacionario, sendo dados por:

E(: — ye-1) = E(e,)=0
Var(y; — yi—1) = Var(e,) = o?
E(et, et=j) =0
para qualquer instante t e nimero inteiro j.

Elimina-se, pois, a tendéncia de uma random walk, tomando-se a sua primeira
diferenga. Por isso, a série ¢ denominada difference stationary (diferenca-estacionaria).
Em contraposi¢do ao processo de eliminagdo de tendéncia de uma série trend stationary
(tendéncia estaciondaria), que se torna estacionaria se subtrairmos a sua tendéncia

deterministica.

1.3 Teste de raiz unitaria

Um teste de raiz unitaria em {y,} seria equivalente ao teste da hipdtese nula de que p =

1 em:
Ve = pYe-1+ X ey,
em que X; sdo todos os demais fatores que explicam variagdes de y;.

Porém, sob a hipotese nula, o modelo ¢ random walk, nao sendo convergente. Nesse
caso, 0 método dos minimos quadrados ordindrios levaria a uma estimag¢do enviesada de

p. Dessa forma, ndo podemos testar a hipdtese nula através de um teste t padrdo.

Dickey e Fuller (1979) desenvolveram testes de raiz unitaria que contornam o problema
de ndo-convergéncia da série sob a hipotese nula, sobre os quais discorreremos agora.
Primeiramente, considere um modelo geral para {y,}, que permite a série apresentar

tendéncia deterministica ‘t’ e estocdstica, além do termo de drift c,:
Ye =Co+ () + pye_q1 + e
Subtraindo-se y;_; de ambos os lados, podemos reescrever da seguinte forma:
Ye—YVic1=Co+c(®) +(p—Dy1 e

ou Ay, =co+c,(t)+ay,_1+e;



Como vimos, um teste de raiz unitdria equivale ao teste com hipdtese nula p = 1, o qual
seria equivalente a um teste com hipdtese nula ¢ = 0, ,visto que @ = p — 1. Essa seria
a hipdtese nula do teste de Dickey e Fuller (1979). Nota-se que, nesse caso, a varidvel
dependente do modelo Ay, ¢ covaridncia-estaciondria sob a hipdtese nula do teste, e
pode-se realizar a estimagdo do modelo por minimos quadrados ordinarios. Apos a
estimacao, obtém-se o valor da estatistica t do teste, dada pela razdo entre a e o desvio-
padrdo de a. O valor da estatistica t do teste deve ser comparado aos valores criticos do

teste, encontrados por meio de estudos de Monte Carlo.

O teste de raiz unitdria ¢ um teste unicaudal, visto que a hipotese alternativa de
estacionaridade implica em p < 1 ou a < 0. Dessa forma, somente valores da estatistica
t menores do que um valor critico negativo levam a rejei¢ao da hipdtese nula de random

walk e provém evidéncia a favor de um processo convergente.

Os estudos de Monte Carlo mostram que os valores criticos dependem do nimero de
observagdes utilizadas e da presenga ou nao do termo drift e da tendéncia ‘¢’. O valor
critico seria menor, ou maior em magnitude (dado ser negativo), na presenca do termo
drift ¢, e ainda menor na presenca do termo de tendéncia ‘#’. Dessa forma, a inclusdo
desnecessaria desses termos reduz o poder estatistico do teste, de rejeicao da hipdtese
nula se realmente for falsa. Ao mesmo tempo, a ndo inclusdo em um modelo que os
possui pode nos levar a estimativas inconsistentes de todos os pardmetros do modelo ¢ a
testes de conclusdes equivocadas. Veremos que o procedimento padrao para os testes de
raiz unitaria envolve o teste da hipotese conjunta de presenca dos termos de drift e de

tendéncia.

Os parametros estimados desse modelo podem ser inconsistentes e ndo adequados para
o teste de raiz unitaria se outras defasagens da variavel dependente, além daquela do
periodo anterior y;_,, também impactarem as varia¢des de y,. De fato, muitas séries de
tempo dependem ndo somente da defasagem do periodo anterior, como também de

3

defasagens adicionais, além do termo de tendéncia ‘¢#’ e de outros fatores ndo

controlados e;:
Ve = f(&Ye-1,Veezr s Yeens €1))
em que f seria uma funcio qualquer.

Esse modelo geralmente pode ser aproximado por uma fun¢ao linear, podendo assumir

a seguinte representagao:



Ve = bo + b1yi—1+ byye—p + o+ bpyentAL + ey,
em que by, by, by, ..., by, A seriam parametros a serem estimados.

Dickey e Fuller (1981) desenvolveram augmented Dickey-Fuller tests, os chamados
testes de raiz unitaria expandidos. Eles mostram que esse modelo pode ser escrito com
as séries de tempo na primeira diferenga e estaciondrias sob a hipétese nula de presenca

de raiz unitaria, com exce¢do de y;_;, cujo parametro « sera testado:
Ay, =co +c1(O) + ayey + B1AYe1 + -+ Brlbyen + €

Novamente, apds o controle de todas as demais defasagens da série, o teste de raiz
unitaria equivale ao teste de a=0. Os valores criticos para o teste seriam os mesmos dos

testes ndo aumentados.

O procedimento para testes de raiz unitaria de Dickey e Fuller (1981) inicia-se com a
escolha do numero de defasagens e posterior teste de presenca conjunta de tendéncia
deterministica e estocastica, finalizando-se com o teste de presenca apenas de tendéncia

estocastica. Considere o modelo:
Ay =co+ci(t) + ayeqg + P1AYeq + -+ BplAye_n + e

1. Primeiramente, estima-se o modelo por minimos quadrados ordindrios, e
escolhe-se o nimero de defasagens n através de testes t ou F convencionais, com
hipotese nula de que o valor do pardmetro ¢ nulo e valores criticos apropriados
das tabelas da distribui¢do t-student, Normal ou F. Comega-se testando a
defasagem mais longa plausivel ‘n’. Se o valor da estatistica t, em médulo, for
menor do que o valor critico, em moédulo, retira-se a defasagem do modelo e
testa-se a proxima defasagem. Se for maior, mantem-se a defasagem, e testa-se a
proxima defasagem. O procedimento continua até que o valor do parametro
ptenha sido testado.

2. Testa-se a hipotese nula Hy: ¢y = ¢; = @ = 0, comparando-se com os valores
criticos apropriados de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho
100, tem-se 4.88 para nivel de significancia equivalente a 5% e 6.50 para nivel
de significancia equivalente a 1%. Se a hipdtese nula for rejeitada, ¢ evidéncia
de que pelo menos um desses parametros ¢ diferente de zero. Porém, ainda nao
se pode rejeitar a hipdtese de raiz unitaria, e segue-se ao passo 3. Se a hipotese

nula ndo for rejeitada, ndo se pode concluir que ha evidéncia a favor de raiz



5.

unitaria, visto que o termo de tendéncia reduz o poder do teste quando presente
desnecessariamente na regressdo. Retira-se o termo de tendéncia do modelo, e
segue-se ao passo 5.
Testa-se a hipdtese nula Hy: c; = a = 0, e compara-se com os valores criticos
apropriados de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho 100, tem-
se 6.49 para nivel de significancia equivalente a 5% e 8.73 para nivel de
significancia equivalente a 1%. Se a hipdtese nula for rejeitada, ¢ evidéncia a
favor de tendéncia deterministica e contraria a presenca de raiz unitdria. Porém,
ainda ndo se pode rejeitar a hipdtese de raiz unitéria, e segue-se ao passo 4. Se a
hipotese nula ndo for rejeitada, retira-se o termo de tendéncia, e segue-se ao
passo 5.
Testa-se a hipotese nula Hy: @ = 0,e compara-se com os valores criticos
apropriados de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho 100, tem-
se -3.45 para nivel de significancia equivalente a 5% e -4.04 para nivel de
significancia equivalente a 1%. Se a hipotese nula for rejeitada, ¢ evidéncia
contraria a presenca de raiz unitdria. Se a hipotese nula ndo for rejeitada, ¢é
evidéncia a favor da presenga de raiz unitaria, podendo-se retirar a tendéncia
estocastica da série tomando-se a sua primeira diferenca. Conclui-se o teste.
Nos passos 2 e 3, vimos que se ndo houver evidéncia a favor da tendéncia ‘t’,
deve-se retirar esse termo, e estima-se o seguinte modelo:

Ay = co + ayi—q + f1Aye—1 + -+ Bplyn T e
Testa-se a hipotese nula Hy: ¢, = a = 0, comparando-se com os valores criticos
apropriados de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho 100, tem-
se 4.71 para nivel de significancia equivalente a 5% e 6.70 para nivel de
significancia equivalente a 1%. Se a hipdtese nula for rejeitada, ¢ evidéncia de
que pelo menos um desses parametros ¢ diferente de zero. Porém, ainda ndo se
pode rejeitar a hipotese de raiz unitaria e segue-se ao passo 6. Se a hipotese nula
ndo for rejeitada, ndo se pode concluir que héa evidéncia a favor de raiz unitaria,
visto que o termo drift reduz o poder do teste quando presente
desnecessariamente na regressdo. Retira-se o termo drift do modelo, e segue-se
para o passo 7.
Testa-se a hipotese nula Hy: @ = 0,e compara-se com os valores criticos
apropriados de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho 100, tem-

se -2.89 para nivel de significancia equivalente a 5% e -3.51 para nivel de



significancia equivalente a 1%. Se a hipotese nula for rejeitada, ¢ evidéncia
contraria a presenca de raiz unitdria. Se a hipotese nula ndo for rejeitada, ¢é
evidéncia a favor da presenga de raiz unitaria, podendo-se retirar a tendéncia
estocastica da série tomando-se a sua primeira diferenga. Conclui-se o teste.

7. No passo 5, vimos que se ndo houver evidéncia a favor da presenca de tendéncia
‘t’ e drift, deve-se retirar esses termos e estimar-se o seguinte modelo:

Ay = ayeq + B1Ayeq + -+ Bplyrn + €

Testa-se a hipotese nula Hy: @ = 0, comparando os valores criticos apropriados
de Dickey e Fuller (1979). Para uma amostra de tamanho 100, tem-se -1.95 para
nivel de significancia equivalente a 5% e -2.60 para nivel de significancia
equivalente a 1%. Se a hipdtese nula for rejeitada, ¢ evidéncia contraria a
presenga de raiz unitdria. Se a hipotese nula ndo for rejeitada, ¢ evidéncia a favor
da presenga de raiz unitaria, podendo-se retirar a tendéncia estocdstica da série

tomando a sua primeira diferenga. Conclui-se o teste.

Por exemplo, se testarmos a hipdtese nula de existéncia de tendéncia estocastica para a

série de taxas de homicidios totais brasileiros, de 1980 a 2017:

Ahom; = ¢y + ¢, (t) + ahom;_; + f;Ahom;_; + -+ + BgAhom;_g + e;

Primeiramente, obtemos que nenhuma defasagem (Ay;_4, ...; Ay;_g ) deve ser incluida

na regressao, de acordo com testes t em cada um dos coeficientes testados.

Em segundo lugar, rejeita-se: Hy: ¢y = ¢; = a = 0, porém nao se pode concluir que ndo
héa raiz unitaria. Segue-se ao passo 3, e testa-se Hy: c; = a = 0. Nesse caso, ndo se
rejeita a hipdtese nula, o que seria evidéncia a favor de raiz unitdria e contraria a

presenga de tendéncia deterministica. Seguimos ao passo 5 e estimamos:

Ahom; = 1.67 — 0.05hom;_, + e;
(2.14) (149
Testa-se a hipdtese nula Hy:cy = @ = 0, comparando-se com os valores criticos
apropriados de Dickey e Fuller (1979). Nesse caso, rejeitamos a hipotese nula sendo
evidéncia de que pelo menos um desses parametros ¢ diferente de zero. Porém, ainda
ndo se pode rejeitar a hipotese de raiz unitaria, e seguimos para o passo 6. Testamos a
hipotese nula Hy: @ = 0 . O valor da estatistica t reportado, relacionado ao parametro «,

¢ de -1.49, ndo sendo inferior ao valor critico apontado por Dickey e Fuller de -2.96,



dependente do tamanho amostral e do drift no modelo. Nao rejeitamos a hipotese nula,
sendo evidéncia a favor da presenca de raiz unitaria. Retiramos a tendéncia estocéstica
da série tomando-se a sua primeira diferenca e concluimos o teste. Para o indice GINI, o

mesmo procedimento também leva a nao rejei¢do da hipotese nula de raiz unitaria.

1.4 Modelos autoregressivos de médias moveis (Autoregressive Moving Average

(ARMA))

Muitos processos temporais univariados {y;] podem ser representados através de uma
fungédo linear de seus valores passados (Vi—1,Y¢-2, -, Ye-p) € de choques aleatorios
exogenos correntes € passados (&, €q—1, E—2, s Et—q)> O que denominamos modelos
autoregressivos de médias moéveis ou ARMA. Um processo ARMA(p,q) pode ser

representado da seguinte forma:
Ve =Bo+B1Ye-1 + BoYVez + o+ BpYep + & + 6161 + 8265 + -+ 648

Nesse modelo, os termos autoregressivos sdo as defasagens da varidvel dependente
(Yt-1,Yt-20 -+» Ye-p)- Esses termos permitem que uma varidvel y; dependa de seus
valores nos periodos anteriores, os quais sdo influenciados pelos choques passados
(€¢-1,Et—2, - ), Os termos de médias moveis sdo os choques correntes e passados
(&) Et—1, Et—2) -+ Et—q). Quanto menores, em valor absoluto, forem os valores dos
parametros f e §, mais temporarios sdo os efeitos dos choques passados nos valores
presentes da varidvel y; e maior a rapidez de reversdo do processo a sua média de longo

prazo.

De acordo com as técnicas de Box e Jenkins (1976), os processos ARMA(p,q) sdo

caracterizados e podem ser identificados através de um processo de trés etapas:

1. Realizagdo de testes de nao-estacionariedade em y,: se houver evidéncia de tendéncia
estocastica, trabalhar com a primeira-diferenca da série; se houver evidéncia de
tendéncia deterministica, trabalhar com o residuo da regressdo contra o termo de

tendéncia;



2. Visualiza¢do dos graficos das func¢des de autocorrelagdo e autocorrelacdo parcial a

fim de considerar os modelos mais plausiveis;

3. Estimag@o dos modelos mais plausiveis e escolha por meio dos critérios AIC e SBC,

que serdo explicados a continuagao;

4. Exame de diagnostico dos residuos. Um modelo adequadamente identificado implica

em residuo seguindo um processo white-noise.

Para que possamos estimar os parametros de um modelo ARMA(p,q) de forma
consistente, devemos ter uma série convergente. Dessa forma, iniciamos a andlise
testando pela presenca de tendéncias estocastica e/ou deterministica e eliminando-as,
caso haja evidéncia de existéncia. J4 estudamos os testes de estacionariedade e

partiremos para a explicagdo da segunda etapa de Box e Jenkins (1976).

Na segunda etapa, devemos plotar as fungdes de autocorrelagdo e autocorrelacdo
parcial. A fun¢do de autocorrelagdo ¢ formada pela autocorrelacdo da série entre o
momento corrente € cada uma de suas defasagens anteriores. Considerando-se um
processo covariancia-estacionario, vimos que a variancia e autocovariancia sao dados,

respectivamente, por:

* Var(y,) = o2 para qualquer instante ‘t’.
* E(y:y:-j) = v, para qualquer instante ‘t’ € ‘j°, sendo °j” um niimero qualquer do

conjunto dos nlimeros naturais.

Nesse caso, y; representa a covaridncia ou autocovaridncia entre a s€rie y; € a sua

defasagem j°, y,_;, para qualquer instante ‘t’ de avaliagdo.

A autocorrelagdo de ordem j° € definida como a razdo da covariancia y; pela variancia

o?:

Vi
Pj= o2
Por sua vez, a fun¢do de autocorrelacio (Autocorrelation Function (ACF)) é definida
como o valor da autocorrelacdo como funcdo da defasagem ‘j’. A autocovariancia entre
uma série qualquer y; e ela propria é sempre equivalente a sua variancia. Dessa forma, a
autocorrelacdo de ordem 0 geralmente ndo ¢ apresentada, pois ¢ equivalente a 1 para

qualquer série temporal.



A autocorrelagdo entre a série e a sua defasagem y,_; depende ndo somente da
t t—Jj

correlagdo direta entre as duas séries, mas da correlagdo entre Y¢ € Y¢_q, «wv, Ye—jt+1, €aSO
Ye-1, o Ye—j+1 €stejam correlacionados com y;_;. Por exemplo, em um processo
ARMA(p,0) a autocorrelagdo entre y; € Y;_(p4+1) N0 € nula, mesmo que a defasagem
13 s : 5

p+1’ ndo entre diretamente na regressdo. Isso ocorre porque, por exemplo, y; € y;_p
sdo diretamente correlacionados e, ao mesmo tempo, a defasagem y;_,, € diretamente

correlacionada com as suas ‘p’ defasagens, incluindo a defasagem ‘p+1°.
9

Surge entdo a defini¢do de autocorrelagdo parcial para captar a correlacdo direta entre
séric y; € a sua defasagem y._;. A fun¢io de autocorrelagio parcial (Partial
Autocorrelation Function (PACF)) é definida como o valor da autocorrelagdo parcial
como fungdo da defasagem °j’. A autocorrelagdo parcial entre y; € a sua defasagem y,_;
¢ estimada pela regressdo de y; subtraido de sua média y contra todas as suas
defasagens, até a defasagem °j°. Dessa forma, a autocorrelagdo entre y, e a sua

defasagem y,_; ¢ dada pelo valor estimado de p;; na regressao de y, — y contra y,_; —
y:
Ve =¥ = p11(Ve-1 — ¥) + e

A autocorrelagdo parcial entre y, e a sua defasagem y,_, ¢ dada pelo valor estimado de
P2z Naregressdo de y, —ycontray,_q — ¥, Vi_o — ¥ :

Ve =¥V = P21(Ve-1 = V) + p22(Ve-2 — Y) + Uyt
E a autocorrelagdo parcial entre y; € a sua defasagem y;_; € dada pelo valor estimado

de p;jnaregressdode y, —ycontray, 1 — Y, Y2 = ¥, e, Ve j — V-
Ye =V =PjVe-1 =P + Pz =) + -+ pjj(Ve—j =§) +ue

A funcio de autocorrelacio parcial (Partial Autocorrelation Function (PACF)) €
definida como o valor da autocorrelagdo parcial como funcdo da defasagem ‘j’. Os
graficos da funcdo de autocorrelagdo e da funcdo de autocorrelagdo parcial ja estdo

programados em softwares econométricos como Eviews, Stata e R.

As fungdes de autocorrelagdo e de autocorrelagdo parcial tém caracteristicas especificas
que podem auxiliar na identificacio do melhor modelo univariado ARMA(p,q) para
uma série de tempo. Pode-se demonstrar (Enders, 2008) que um modelo autoregressivo

puramente, caracterizado por q=0, apresenta uma funcdo de autocorrelacdo que decresce



suavemente, em valor absoluto, com o aumento da defasagem j e, a0 mesmo tempo,
apresenta uma fun¢do de autocorrelacdo parcial com valores estatisticamente
significantes somente nas ordens p do processo. O grafico 1.6, gerado no Stata, mostra
as funcdes de autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial, respectivamente, para um

processo simulado ARMA(2,0) ou AR(2), gerados pela seguinte equagao:
Ve = 0.7y4 + 0.2y, 5 + &

gt~N(O,1)

Grafico 1.6: Fungdes AC e PAC para processos AR(p), ARMA(p,q) e MA(q)

AC: PROCESSO AR(2) y(t)=0.7y(t-1)+0.2y(t-2)+e
PAC: PROCESSO AR(2) y(t)=0.7y(t-1)+0.2y(t-2)+e
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Nota-se que, se ndo soubéssemos que a série de tempo segue um modelo AR(2),
poderiamos inferir esse processo gerador através do comportamento do grafico PACF,
com valores estatisticamente diferentes de zero apenas para as defasagens 1 e 2, e do

grafico ACF, decrescente ao longo do tempo.

Em contraste, um modelo puramente de médias modveis € caracterizado por grafico
PACF gradualmente decrescente e grafico ACF com picos estatisticamente significantes
nas ordens q do processo. O grafico 1.6 mostra as fun¢des de autocorrelagdo e
autocorrelacdo parcial, respectivamente, para um processo ARMA(0,1) ou MA(1),

gerado pela seguinte equacao:
Zt == St - 0.581-_1
gtNN(O,l)

Da mesma forma, podemos inferir o processo MA(1) por meio da observagdo do grafico
ACF, com o primeiro pico estatisticamente significante, somente, ¢ do grafico PACF,

de declinio gradual.

As fungdes de autocorrelacdo para um processo autoregressivo e de média-moével
conjunto ARMA(p,q) apresentam picos do grafico ACF significantes nas defasagens ‘q’
do processo e declinantes a partir da defasagem q+1 e picos de PACF significantes nas
defasagens ‘p’ do processo e declinantes a partir da defasagem p+1. O grafico 1.6

mostra as fungdes ACF e PACF para o processo ARMA(L,1):
Wt == 0'6Wt—1+£t - 0'581','—1
€t~N(O,1)

Nota-se que os picos de maior magnitude sdo os primeiros picos de ACF e PACF.
Posteriormente, os picos comeg¢am a declinar. Porém, seria dificil distinguir visualmente

entre processos ARMA(1,1) e ARMA(2,1). Por isso, seguimos para a proxima etapa.

A terceira etapa de Box e Jenkins (1976) consiste na escolha do modelo que melhor se
adequa aos dados, estatisticamente. Existem alguns critérios de sele¢do de modelos que

prezam pela redug¢do da soma do quadrado dos residuos (SQR), uma medida da parte



inexplicada do modelo. Porém, a adicdo de uma varidvel explicativa qualquer ao
modelo sempre leva a uma reducdo de SQR ao custo de redu¢do dos graus de liberdade
para a estimacdo de todos os parametros do modelo devido a necessidade de estimacdo
de um parametro adicional. Por isso, esses critérios penalizam pela perda de graus de

liberdade devido a inclusdo de uma varidvel explicativa adicional no modelo.

O Akaike Information Criterion (AIC) e o Schwartz Bayesian Criterion (SBC) sdo

dados por:

AIC = N(In(SQR)) + 2k
SBC = N(In(SQR)) + k(In(N)),

em que N corresponde ao numero total de observacdes disponiveis para a estimagdo e k
corresponde ao niimero total de pardmetros estimados na regressdo, ou seja (p+q+1) em
um ARMA(p,q) com constante. Quanto menores forem os valores de AIC e SBC,

melhor ¢ a qualidade da estimagao.

Suponham que ndo soubéssemos o processo gerador da série w(t) acima, dado por um
ARMA (1,1). Visualmente poderiamos suspeitar de um ARMA (2,1), pelo tamanho do
segundo pico da PACF. Podemos comparar os valores dos critérios AIC e SBC gerados

por uma regressao ARMA(1,1) e por uma regressio ARMA(2,1) no Stata:

AIC(ARMA(1,1)) = 28640 < AIC(ARMA(2,1)) = 28642
SBC(ARMA(1,1)) = 28669 < AIC(ARMA(2,1)) = 28678

De fato, temos valores inferiores de AIC e SBC para o processo ARMA(1,1). Além
disso, o coeficiente [, relacionado ao termo AR(2) ndo ¢ estatisticamente significante.

Essas evidéncias nos levariam a escolha correta do modelo ARMA(1,1).

A quarta etapa de Box e Jenkins (1976) consiste na analise dos residuos, os quais devem
se comportar como um processo aleatdrio denominado white-noise em um modelo
adequadamente especificado. Se os residuos formarem um processo white-noise, nao
devem apresentar evidéncia de autocorrelacio. Dessa forma, as funcdes de
autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial ndo devem possuir picos de magnitudes
elevadas e estatisticamente significantes. Se houver evidéncia de alguns picos
estatisticamente significantes, deve-se considerar um modelo alternativo univariado ou
multivariado. Por exemplo, ¢ possivel incluir varidveis adicionais apontadas na
literatura sobre o objeto de pesquisa, em modelos autoregressivos de defasagens

distribuidas, apresentados na se¢do 1.5.



1.5 Modelos autoregressivos de defasagens distribuidas (Autoregressive Distributed

Lags (ADL))

Um modelo em que a varidvel dependente ¢ fungdo de suas proprias defasagens
(autoregressivo) e de valores correntes e passados de um processo exodgeno qualquer x;
(defasagens distribuidas) ¢ chamado de modelo autoregressivo de defasagens
distribuidas (Autoregressive Distributed Lags (ADL)). Podemos escrevé-lo da seguinte

forma:

Ve = Bo+ B1Ye—1 + B2Yi—z2 + -+ BpYep + Goxe + a1xe_1 + apxp 5 +

+ amXe_m + &
em que &; € um processo white noise.

Suponham que exista um modelo predizendo que alteragdes na variavel x; podem ter
um impacto corrente e/ou de longo prazo na variavel y,. Além disso, a teoria disponivel
ndo prediz que a variavel x; seja, por sua vez, impactada por y, ou correlacionada com
o termo de erro &. Dessa forma, podemos considerar x; como um processo exdgeno a
¥¢. Nessas circunstancias, podemos estimar um modelo ADL para entender os impactos

de x; em y, no curto e no longo prazos.

Em contraposicdo, se a teoria indicasse que x; poderia também ser impactada por y;,
poderiamos, por exemplo, encontrar instrumentos validos para x;, a fim de estimar o
seu impacto em y,, em um modelo de variaveis instrumentais. Outra possibilidade seria
estimar os impactos simultdneos de uma variavel na outra em um modelo de vetor
autoregressivo (VAR) ou em um modelo de vetor de correcio de erros (VEC). Modelos
de variaveis instrumentais, de vetor autoregressivo ou de vetor de correcdo de erros ndo

serdo abordados nesse capitulo, mas podem ser estudados em Enders (2008).

Para que os pardmetros {Bo, By, ..., Bp, Ao, A1, Az, ..., Ay} S€jam  consistentemente
estimados pelo método dos minimos quadrados ordinarios, ¢ necessario que o processo
X; seja exdgeno ou que {X¢, X¢_1, ---, X¢_m } NA0 sejam correlacionados com o ruido do

modelo &;.

Nesse modelo, uma variagdo marginal em x, tem um impacto presente em Yy,

equivalente a a,, também chamado de multiplicador de impacto (impact multiplier),



mas também possui um impacto na varidvel dependente nos proximos periodos

{Ye+1» Ves2s - }» que podemos medir se reescrevermos o processo no proximo periodo:

Ver1 = Bo+ B1Ye + B2Yi-1+ -+ BpYep+1 + QoXeyr + a1Xe + apxpq +

+ AmXt—m+1 + &t
Substituindo-se por y;, obtemos:

Yer1 = Bo + B1(Bo + B1Yi—1+ B2YVe—2 + -+ BpYi—p + QX + a1 X4
+ayxe o+t X + &) + By + o+ ﬁth—p+1

+ aoxt—+1 + alxt + azxt_l + b + amxt_m+1 + St

Dessa forma, uma variagdo marginal em x; tem um impacto de f;a, + a; em y; 4. Se
continuarmos essa analise, reescrevendo o processo daqui a dois periodos y;,, , € assim
sucessivamente, concluiremos que o impacto marginal de X, na variavel dependente ¢é

de longo prazo, perdurando ao longo dos proximos periodos.

Se a teoria prediz que o processo x; ¢ exdgeno, podemos encontrar o melhor modelo
ADL para explicar as relagdes entre y; e x,. Em outras palavras, queremos encontrar a
ordem autoregressiva ‘p’ e a ordem das defasagens distribuidas ‘m’ que melhor

explicam as relagdes entre as duas variaveis.

De forma similar ao processo de Box e Jenkins (1976), seria recomendavel a adogdo do

seguinte procedimento:

1. Realizacdo de testes de ndo-estacionariedade em cada série, y, e X,

separadamente.

Se houver evidéncia de tendéncia estocastica, trabalhar com a primeira-diferenca da
série; se houver evidéncia de tendéncia deterministica, trabalhar com o residuo da

regressao contra o termo de tendéncia.
2. Visualizacdo da func¢do de autocorrelagdo cruzada.

Ha dois caminhos possiveis. Examinam-se os graficos ACF e PACF de x;. Se x;
parecer seguir um processo white-noise, adota-se o passo ‘a’. Caso contrario, adota-se o
passo ‘b’.

a. Se x; for um processo white-noise, examina-se as correlagdes entre y; e x;_j para

k =0,1,2, ..., as quais s3o denominadas correlacdes cruzadas (cross-correlations).

Os pacotes estatisticos R, Stata e Eviews ja possuem rotinas prontas para o célculo



da funcdo de correlacdo cruzada, com os valores das correlagdes no eixo y e os

valores das defasagens no eixo x.

Em um modelo ADL, a funcdo de correlagcdo cruzada apresenta picos de magnitude
elevada que se iniciam na primeira defasagem estatisticamente significante k£ de x,
X¢_, importante para explicar y,, e decaem posteriormente. Entretanto, ndo se pode
concluir que devemos incluir no modelo todas as defasagens equivalentes a todos os
picos k, k+1, k+2 de magnitude elevada, visto que esses picos também sdo
influenciados pela ordem autoregressiva da variavel dependente. Nesse passo, pode-
se considerar todas as defasagens de magnitude relativamente elevada como

candidatas a variaveis explicativas.

b. Se x; ndo for um processo white-noise, ndo podemos aplicar o passo ‘a’. Por
exemplo, se x; for um processo AR(s), as defasagens (x;_q,X¢_3, ..., X¢—s) podem
parecer bastante correlacionadas com y, mesmo que apenas os valores correntes de
Xy sejam importantes para explicar y,. Nesse caso, pode-se extrair os choques
exogenos de x;, estimando-se, primeiramente, o melhor processo autoregressivo

univariado AR(s) para explicar as suas variagoes:

Xe = Po + B1xe—1 + BaXe—p + -+ ﬁpxt—s +u,
Vimos que podemos determinar a ordem ‘s’ através das funcdes de autocorrelagdo e
autocorrelacdo parcial. Podemos reescrever esse modelo através dos operadores
defasagem ‘LY, L?,... L', que toma a primeira, segunda, ....,i-ésima diferenca da
série:

— 2 N
Xe = Bo + Pilxe + BoLlox + -+ BsLxe s + Uy

ou, equivalentemente,

(1 —Bo— Bl —Bl? — = BL° )xt = Uy,
em que u, € um processo white-noise de choques exdgenos de Xx;, se 0 processo
AR(p) for adequadamente especificado. O operador y° = (1 —Bo— b1l —
Pol? — - — BLS ) transforma a sequéncia x; em white-noise, visto que, se

aplicado, resulta em u,.

Considerando-se novamente o modelo ADL entre y; e x;:



Ve = Bo+ B1Ye—1 + B2Yi—2 + -+ BpYep + Qoxe + a1xe_1 + apxp 5 +

+ amXi—m + &,
em que & € um processo white-noise.

Equivalentemente, podemos aplicar o operador y* nos dois lados da equacdo a fim de
escrever o processo y modificado, como uma fun¢do dos choques exdgenos de x;,

correntes e defasados, Uy, Us_q, oo , Up—m:

YVe = Bo + b1V Vi1 + B2V Y-z + -+ BpV Vep + AoV Xt + a1V X4

+ ayyx_p + ot AV xXeem + &
ou, equivalentemente,

Y°Ye = Bo + B1V° Vi1 + B2V Ye—o + - + ﬁp]’s%—p + aouy + aju—q

+ a5 + o+ apUiom + &

Vemos que o processo modificado y°y; ¢ uma fun¢do de choques white-noise de x;.
Ressalta-se que os parametros (ay, a4, -.- , @) S30 0s mesmos que governam a relagdo
entre y; e x¢. JA que (Ug, Up_1q, --- , Up_m) SAO processos white-noise, podemos adotar a
metodologia explicada no passo ‘2.a.’, examinando-se as correlagdes cruzadas entre
Yy: € yY¥xi_ para k =0,1,2,..., a fim de compreender as defasagens de x; que

explicam y,.

3. Uma vez determinadas as defasagens de x;, importantes para explicar y;, resta
entender as defasagens de y; que entram como variaveis explicativas no modelo.
Para isso, estima-se os parametros da regressao:

Ve = QoXe + Q1 Xeq + ApXpp + o F QX + @4,

em que w; ¢ o termo de erro.

Examinam-se os graficos ACF e PACF do processo estimado de w¢, a fim de se

entender o melhor modelo AR(p) (ou ARMA(p,q)) para explicar y;.

4. Estima-se o modelo completo, incluindo-se as defasagens de x; que explicam y,,
determinadas no passo 2, e as defasagens de y;, determinadas no passo 3:
Ve = Bo+ B1Ye—1 + B2Yi—z2 + -+ BpYep + Goxe + a1xe_1 + apxp 5 +
+ amXe—m + &
Devido as possiveis correlagdes entre as defasagens de y; e (X, X¢—1, - » Xe—m)»

os valores estimados de (ag, aq, ... , a,) podem ser diferentes daqueles obtidos



no passo 3. Se o modelo for corretamente especificado, o processo &; deve se

comportar como white-noise.

1.6 A relacdo entre homicidios e desigualdade de renda: um modelo ADL

A literatura académica sobre as relagdes entre violéncia e desigualdade socioecondmica
¢ vasta. Fajnzylber, Lederman e Loayza (2002) apresentam evidéncia empirica do
impacto positivo de um aumento da desigualdade socioecondmica em crimes violentos,
tanto dentro de paises quanto em uma analise entre diferentes paises. Os resultados se
mantém mesmo quando se controla por outros fatores importantes para explicar crimes
e pela possivel endogeneidade da varidvel desigualdade. Wilkinson (2004) aponta que o
fator determinante da violéncia mais bem estabelecido na literatura ¢ o nivel de
desigualdade. O estudo mostra que uma possivel explicagdo ¢ o menor nivel de
qualidade das relagdes sociais em ambientes mais hierarquicos e desiguais.

Neste ultimo topico do capitulo, estudaremos as relagcdes entre a taxa anual de
homicidios no Brasil (por 100 mil habitantes) de 1980 a 2017, publicadas pelo IPEA no
Atlas da Violéncia (Cerqueira et al, 2019), e o Indice de GINI no mesmo periodo,
publicado pelo Banco Mundial.

Primeiramente, ja vimos que ndo podemos rejeitar a hipdtese nula de raiz unitaria para
as séries de homicidios e desigualdade de renda no Brasil. Dessa forma, aplicaremos o
modelo ADL para a primeira diferenga de homicidios e de GINI, Ahom, e AGINI,.

Em segundo lugar, examinaremos as fun¢des ACF e PACF de AGINI;. Como nenhuma
autocorrelacdo ou autocorrelagao parcial se apresenta estatisticamente significante, ndo
podemos rejeitar a hipotese nula de que a série se comporta como um processo white-
noise. Nesse caso, utilizamos a etapa 2.a. em que examinaremos as correlagdes cruzadas
(cross-correlations) entre Ahom; e AGINI,_;, para k = 0,1,2, .... Observa-se o seguinte
padrao:

Grafico 1.7. Correlagdes Cruzadas
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Fonte: Elaborado pelos autores.

No grafico 1.7, estdo plotados os valores das correlagdes entre Ahom; e AGINI;_; no
eixo y e as defasagens k = 0,1,2, ... no eixo x. Nota-se que as correlagdes de magnitudes
maiores ocorrem para k=0,1 e 2. Por isso, considera-se um modelo possivel com o valor

corrente da desigualdade AGINI,, além de duas defasagens: AGINI,_;,AGINI;_,.

Passamos para a etapa 3, em que determinamos as defasagens de Ahom; ou o melhor
modelo ARMA(p,q) para explicar Ahom,, além dos valores correntes e defasados de
AGINI,. Para isso, estimamos a seguinte regressao:

Ahom, = 0.67 + 0.31AGINI, + 0.29AGINI,_; + 0.24AGINI,_, + @,
(3.57) (3.36) (2.70) ’

em que @, ¢ o termo de erro estimado.

Assim, como apontado pelo correlograma estimado na etapa 2,
AGINI;,AGINI;_, e AGINI,_, sdo estatisticamente significantes. Podemos incluir
também defasagens adicionais, mas os parametros ndo sdo estatisticamente

significantes.

Examinando-se as fungdes ACF e PACF de &;, observamos que nenhuma
autocorrelacdo ou autocorrelagdo parcial se apresenta estatisticamente significante ao
nivel de significancia de 5%. Entretanto, dado o pequeno tamanho amostral, de 38 anos,

estimamos as fungdes ACF e PACF, respectivamente, ao nivel de significancia de 10%.

Grafico 1.8 Fungdes ACF e PACF ao nivel de significancia de 10%.
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Fonte: Elaborado pelos autores.

A funcdo ACF indica que deveriamos utilizar um modelo MA(1), ao passo que a PACF
indica que deveriamos utilizar um modelo AR com defasagens 1, 4 e 5. Entretanto,
como as defasagens 1, 4 e 5 se apresentam estatisticamente insignificantes, mesmo ao
nivel de 10%, estimamos o modelo apenas com AGINI;, AGINI;_,,AGINI,_, e MA(1):
Ahom; = 0.69 + 0.288AGINI; + 0.289AGINI,_; + 0.277AGINI,_,
+€t - 0'3998t—1'
em que todos os parametros estimados sdo significantes ao nivel de 5% e os residuos

& Se comportam como um processo white-noise.

Finalizamos a nossa analise com a avaliagdio do impacto de um aumento da
desigualdade, medida pelo indice GINI, no nimero de homicidios por 100.000
habitantes. O leitor deve se atentar que devido ao tamanho amostral, de apenas 38 anos,
os resultados devem ser interpretados com cautela. Recomenda-se a utilizacdo de uma

amostra de tamanho superior a 100 para que os valores das estatisticas possam



convergir para os verdadeiros parametros populacionais em um modelo ARMA(p,q) ou

ADL.

De acordo com o modelo estimado, o aumento de uma unidade na variagdo anual do
indice GINI leva a um aumento corrente da variagdo de homicidios de 0.288. Esse
aumento seria consideravel, representando um aumento de 53.5% em relagdo ao valor
médio de Ahom, no banco de dados, equivalente a 0.538. Entretanto, o impacto perdura
pelos proximos periodos, levando a um aumento da variagdo de homicidios de 0.289 no
proximo periodo e a um aumento de 0.277 em dois anos. O impacto total seria de 0.854
(0.288+0.289+0.277) em Ahom; em 2 anos, sendo nulo posteriormente. Entretanto,
tendo em vista que a série original de homicidios hom, possui raiz unitaria, o aumento
do numero de homicidios devido a choques positivos em AGINI; perduraria

indefinidamente.

Conclusoes

A analise de séries temporais ¢ uma ferramenta extremamente util para distintos estudos
nas areas de relagdes internacionais e ciéncia politica, auxiliando no teste de hipoteses e
na constru¢do de teorias nesses campos. O desenho de pesquisa comparada de um unico
pais abordado neste capitulo, baseado em séries temporais, permite a comparacao da
incidéncia de fendmenos politicos e sociais em diferentes momentos historicos de um
mesmo pais, como elei¢des, protestos, ciclos de negociacdes politicas, criminalidade,
entre outras flutuagdes. Assim, as séries temporais fornecem dados para aprofundar o
conhecimento da relacdo de variaveis relevantes para o contexto mais especifico de um
pais, beneficiando-se de um nivel de abstracdo menor das varidveis instrumentalizadas

na andlise desse pais.

A utilizacdo de dados historicos demanda uma série de cuidados metodologicos para
que se estabeleca uma relagdo estatistica adequada entre as varidveis. O presente
capitulo buscou apresentar de maneira sistemdtica e sucinta os principais passos para a
utiliza¢do estatistica de séries temporais, focando na estimac¢do de modelos univariados
ARMA e multivariados ADL. Para ilustrar os passos fundamentais de estimacao,

utilizamos séries temporais de homicidios e indice de GINI no Brasil.



Dessa forma, este capitulo oferece um guia sucinto e ilustrado para que pesquisadoras e
pesquisadores possam trabalhar com séries temporais e construir modelos estatisticos

para testar hipoteses tedricas da ciéncia politica e das relagdes internacionais.
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