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Lista de exercicios 5

Primeiro semestre de 2023

1. (Baierlein, modificado) Um total de N férmions (de spin 1 e massa m) tém seu
movimento restrito a duas dimensoes, em um plano de area A. Nao hé interagOes
entre os férmions, e os férmions nao podem se deslocar na terceira dimensao espacial.

(a) Determine a densidade de estados D (€) para esse sistema bidimensional.
(b) Calcule a energia de Fermi ep e a temperatura de Fermi T para o sistema.

(c¢) Para uma temperatura que satisfaga a condigao 0 < T' < T, calcule a energia
média por particula, o calor especifico a area constante e a entropia total.

(d) Calcule as mesmas trés quantidades quando a temperatura é suficientemente alta
para que os férmions comportem-se como um gas bidimensional semiclassico (ou
seja, como um gas classico mas levando em conta o spin).

Suas respostas acima devem depender apenas de kg, T, m, h, N e A.

(e) Com base na solu¢do numérica das equagoes exatas que fornecem o potencial
quimico, a energia média por particula e o calor especifico a area constante, faga
gréaficos dessas grandezas em funcao da temperatura. Nos graficos, meca energias
em unidades de ep e temperaturas em unidades de Tr (como nos gréficos nas
notas de aula). Na pagina da disciplina ha um notebook do Mathematica que
pode ser util para este item.

2. (Sander, modificado) Use a teoria da radiagao do corpo negro para estimar a tempera-
tura superficial média da Terra. (Dica: suponha que, por estar aproximadamente em
equilibrio, a Terra emite tanta energia por unidade de tempo quanto recebe do Sol.
Para calcular essa energia recebida por unidade de tempo, vocé precisara de dados
sobre o Sol, que pode buscar na internet.)

3. (Baierlein, modificado) Considere um filme fino de material s6lido, com uma espes-
sura de um s6 atomo, depositado sobre um substrato inerte. Os atomos podem vibrar
paralelamente & superficie, mas nao perpendicularmente. Trate o material como um
solido bidimensional, contendo N atomos em uma area A, de modo que as ondas so-
noras apenas se propaguem paralelamente a superficie, com uma velocidade constante



c. Adapte a teoria de Debye para esse contexto, utilizando-a para as partes (a) e (b)
abaixo.

(a) Calcule o calor especifico a area constante, ¢4, no regime de altas temperaturas.
(b) Calcule o calor especifico a area constante, c4, no regime de baixas temperaturas.

(c) Estabelega critérios explicitos para o que sao “altas” e “baixas” temperaturas.

4. (Retomando o problema 4 da lista 4) Um modelo bastante simplificado de um fluido
interagente é obtido por uma variante do gés de rede que ja discutimos varias vezes ao
longo do curso. Suponha que um recipiente de volume V seja dividido em células de
volume vg, cada uma das quais pode ser ocupada por no méaximo duas particulas. A
energia associada a uma célula vazia ou a uma célula ocupada por uma s6 particula é
nula, mas a energia associada & dupla ocupagao de uma célula é € > 0, ou seja, existe
uma repulsao entre duas particulas localizadas na mesma célula. As particulas devem
ser tratadas como indistinguiveis, mas de outra forma classicas. Nao é necessério
levar em conta a energia cinética das particulas.

(a) Escreva a funcao de partigdo grande candnica do sistema, como fung¢ao do pa-
rametro térmico S, do volume V' e da fugacidade z. (Dica: analogamente aos
problemas anteriores envolvendo um gas de rede, adote uma descricao dos mi-
croestados em termos dos nimeros de ocupagao de cada célula.)

(b) Impondo que o nimero médio de particulas no sistema seja N, mostre que a fu-
gacidade, escrita em termos de 3 e da concentragao de particulas ¢ = N/ (V/uvp),
que mede o niimero médio de particulas por célula, é dada por
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(c) Determine a pressao do gés em fun¢ao da temperatura e da concentragao, e
determine o segundo coeficiente do virial para esse sistema. Para isso, utilize o
fato de que o volume por particula é v = vg/c.

(d) Faga graficos (no mesmo conjunto de eixos) da pressao como fungao do volume
por particula v (medido em unidades de vg) para kgT'/e = 2, kpT/e = 2/3 e
kgT/e = 1/20. Deixe v variar de vg/2 até 2vy. Interprete o comportamento
observado na temperatura mais baixa. (Dica: o que acontece com a ocupagao
média de uma célula quando v se torna menor do que vy?)

5. (Baierlein, modificado) Considere a equagao de estado de Dieterici,
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Determine, em termos de a, b e da constante de Boltzmann kg, os parametros criticos
T., v. € p. para essa equacao. Para a maioria dos fluidos simples, a combinacao
kpT./v.p. medida experimentalmente situa-se entre 3,3 e 4,4. Qual das equagdes (de
Dieterici ou de van der Waals) reproduz melhor essa combinagao?

Um modelo de brinquedo para a desnaturacao do DNA. Suponha que um ziper man-
tido a uma temperatura constante T tenha N conexdes. Cada conexao pode estar
encaixada, com energia nula, ou desencaixada, com energia ¢ > 0. No entanto, o
ziper s6 pode ser aberto a partir de uma extremidade, ou seja, a conexao de nimero n
somente pode ser desencaixada se todas as conexoes antes dela (de ntimeros 1, 2, .. .,
n—1) também estiverem desencaixadas; veja a figura abaixo. A tltima conexao nunca
pode ser desencaixada; veja o extremo direito na figura. Uma conexao encaixada esté
em apenas uma configuragdo, mas uma conexao desencaixada tem pontas soltas que,
conjuntamente, podem estar em G configuracoes, ou seja, o estado desencaixado de
uma conexao tem degenerescéncia G.
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(a) Qual é a energia do sistema quando apenas as n primeiras conexdes estao desen-
caixadas?

(b) Quantas configuragdes sdo compativeis com o caso em que apenas as n primeiras
conexoes estao desencaixadas?

(c) A partir dos resultados dos itens anteriores, mostre que a fungao de parti¢ao do
sistema, que pode ser escrita como uma soma sobre todos os valores possiveis de
n, é dada por
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(d) Calcule a energia livre F' = —kgT In N no limite termodindmico N > 1. Mostre

que se G > 1 a energia livre é nao analitica na temperatura, ou seja, exibe uma
singularidade em uma certa temperatura critica 7., dada por
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que separa formas distintas da energia livre.
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(e) Calcule o namero médio (n) de conexdes abertas a uma temperatura 7', diferen-
ciando os casos T' > T,. e T' < T.. Note que esse namero é proporcional & energia
média; especificamente, (n) = (E) /e. Do seu resultado, mostre que o ziper esta
aberto (o DNA esta desnaturado) se T > T,, mas estd fechado (o DNA esta
integro) se T' < T.



7. (Baierlein, modificado) Eis uma outra maneira de formular a teoria de Bragg-Williams.
Escreva

oj = (0) + (9j = {0)) = (9) + b0,

e substitua essa forma no primeiro somatoério do hamiltoniano

H = _ZJUin - ZMQBO’j,
(i.3) J

ignorando termos que contenham o produto do; do;.

(a)

(b)

(c)

Descartar os termos contendo o produto do; do; equivale a ignorar as correlagoes
entre as flutuagdes dos spins vizinhos. Sob que circunsténcias essa pode ser uma
boa aproximagao?

Usando a expansao sugerida acima, mostre que
0i0j ~ (o) (01 + 05) = (0)°,

e a partir dessa aproximacao calcule a funcao de particdo de um sistema de N
spins, cada um tendo ¢ vizinhos. Mostre que o resultado pode ser escrito como

NqJ (o)?
2 = [2cosh (BpoBer)) exp (—W) ,
em que
J
Bet=B+ 1 ().
Ho
Os minimos na energia livre de Helmholtz, F' = —kpT'In Z, como fungao de (o),

fornecem os valores mais provéveis de (o), e portanto os valores de equilibrio da
magnetizacao. Que equacao vocé obtém ao procurar pelos extremos de F'?

Para os itens restantes, suponha B = 0, e portanto trabalhe com a magnetizagao

espontanea.

(d)
(e)
(f)

Quando T' < T, = qJ/kp, a energia livre tem um minimo ou um méximo em
(o) =07 O que vocé conclui quanto ao valor de equilibrio da magnetizagao?

Faga gréficos de F//NkgT como funcao de (o) tanto para T" > T, quanto para
T < T.. O que vocé pode concluir?

Supondo (o) suficientemente pequeno, expanda a energia livre de Helmholtz e
mostre que ela tem exatamente a forma proposta por Landau para o potencial

Y (T,m) = (T)+ NA(T)m?+ NB(T)m* +-- -,
com m = g (o). Em particular, mostre que, quando T' — T,
AT)=a(T-1T,),

com a independente de T.



