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Primitivas Mudanca de Varidvel ou Substituicao
Integracao por Partes

Primitivas

Sabemos que a derivada de uma fung¢do constante é zero.

Entretanto, uma func3o pode ter derivada zero em todos os pontos
. ~ X Ve
de seu dominio e ndo ser constante; por exemplo f(x) = x| é tal
X

que f'(x) = 0 em todo ponto de seu dominio, mas n3o é constante.

No entanto vale o seguinte resultado

Corolario
Se f for continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) e f'(x) =0
para todo x € (a, b), entdo f serd constante.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Prova: Seja xp € [a, b] fixo. Para todo x € [a, b], x # xo, pelo
Teorema do Valor Médio existe um X pertence ao intervalo aberto
de extremos x e xp tal que

f(x) = f(x0) = f'(X)(x — %)
Como f'(x) = 0 para todo x € (a, b), temos que f'(x) =0, logo
f(x)—f(x)=0 = f(x)="f(x)

para todo x € [a, b]. Portanto, f é constante.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Corolario
Duas fungées f, g : (a, b) — R tais que f'(x) = g'(x) para todo
x € (a, b) diferem por uma constante.

Definicao
Uma primitiva ou anti-derivada de f definida em um intervalo | é
uma fungio derivavel F definida em | tal que

F'(x) = f(x), paratodox € .

Observacao: Se F for uma primitiva de f, entdo F serd continua,
pois F é derivavel. Duas primitivas de uma funcdo definida em um
intervalo diferem por uma constante.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Segue que as primitivas de f sdo da forma F(x) + k, com k
constante. Denotamos por

/f(x) dx = F(x)+ k, k constante
a familia de primitivas ou integral indefinida de f.

Exemplo

X3
/dex:3+k, /dxz/ldxzx+k.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Das férmulas de derivacdo ja vistas seguem as seguintes primitivas

(a)/cdx:cx+k; (b)/exdx:ex—i—k;

(c) /xa dx = Xa: ka1 (d)/cos(x) dx = sen(x) + k;
(e)/idx In(x) + k, x > 0: (f)/idx:ln(—x)+k,x<0;
(g) / sen(x) dx = — cos(x) + k; (h) / sec?(x) dx = tan(x) + k;
() / sec(x)tan(x) dx = sec(x) + k: () / . +1X2 dx = arctan(x) + k:
(k) /sec(x)dx:In\sec(x)+tan(x)|+ K (1) / tan(x) dx = In | sec(x)| + k.

(m)/ 1 2dx:alrcsem(x)—H<.

1—x
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Primitivas Mudanca de Varidvel ou Substituicao
Integracao por Partes

Algumas regras elementares

Sejam ¢ uma constante, f e g fun¢Bes que tém primitas. Ent3o:

/(f(x)+g(x))dx:/ dx—i—/g

f(x) (x)dx
/(f(X)—g(x)>dx:/f(x)dx_/g(x)dx

/cf(x)dx: c/f(x)dx
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao
Integracao por Partes

Mudanca de Varidvel ou Regra da Substituicdo

Sejam f e g tais que Im(g) C Df. Suponhamos que F seja uma
primitiva de f.

Entdo F(g(x)) é uma primitiva de f(g(x))g’(x), de fato, pela
Regra da Cadeia,

[F(g()))' = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g’(x)-

Portanto,
[ flet)g(x) ox = Flgtx) + k.

onde k é uma constante arbitraria.
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao

Integracao por Partes

Se fizermos a mudanca de varidvel ou substituicio u = g(x) temos
/F/(g( ) dx = /[F )] dx = F(g(x)) + k
=F(u)+ k= /F’(u) du

ou, escrevendo F' = f, obtemos a Regra da Substituicdo:

[ fletgt) dx = [ f(w) du, com u=g()| (1)

u=g(x) = du=g'(x)dx
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao

Integracao por Partes

Exemplo

Encontre /QX\/ 1+ x2 dx.

Fazemos a substituicio u = 1 + x2, ent3o sua diferencial é
du = 2xdx. Pela Regra da Substituic3o,

/2X\/1+X2dX:/\/1—|—X2 2xdx=/ﬁdu

§ 24 k= 5(1 +x2)%2 + k.
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao

Integracao por Partes

Exemplo
Encontre /x3 cos(x* 4 2) dx.

Fazemos a substituicio u = x* + 2, entdo du = 4x3 dx e

1 1
/x3 cos(x* +2) dx = /cos(u)4 du = a /cos(u) du

1 1
= Zsen(u) + k= Zsen(x4 +2) + k.
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao

Integracao por Partes

Exemplo

X
Ca/cu/e/l_i_xlldx.

Se fizermos u = x?, teremos du = 2x dx, assim,

1 1 1 1
/\]-_’)_(X4 dX = / 1_{_7!125 du = Earctan(u)-l-k = Earctan(x2)+k.
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Primitivas Mudanca de Variavel ou Substituicao

Integracao por Partes

Exemplo
Encontre /tan(x) dx.

Fazemos a substituicdo u = cos(x), entdo sua diferencial é
du = —sen(x) dx; portanto

/tan(x)dx:/i:gdx:—/Llldu:—ln]uH—k

= —In|cos(x)| + k = In|sec(x)| + k.
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Primitivas Mudanca de Varidvel ou Substituicao
Integracao por Partes

Integracao por Partes

Sejam f, g : [a, b] — R diferencidveis em (a, b). Ent3o, para cada
x € (a, b), vale

[F()g(x)]" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

ou seja,
f(x)g'(x) = [F(x)g(x)] — f'(x)g(x).
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Como f(x)g(x) é uma primitiva de [f(x)g(x)], se existir uma
primitiva de f/(x)g(x), entdo também existird uma primitiva de
f(x)g'(x) e valerd a férmula de integracdo por partes:

/ F)g (x) dx = F(x)g(x) — / Fx)g(x) dx.|  (2)
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Notacao alternativa. Tomando u = f(x) e v = g(x), temos
du=f'(x)dx e dv=g'(x)dx

e podemos reescrever (2) como

/udv:uv—/vdu.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Exemplo
Calcule /x sen(x) dx.

Suponha f(x) = x e g’(x) = sen(x). Entdo, f/(x) =1e
g(x) = —cos(x). Assim

/X sen(x) dx = x(— cos(x))—/ 1(— cos(x)) dx = —x cos(x)+sen(x)+k.
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Primitivas Mudanga de Varidvel ou Substituicdo

Integracao por Partes

Exemplo
1 1
t 1 dx = (arct — | x—— dx=x arctan(x)— = In(1-+x> +k
/arc an(x) dx (arctan(x)) x /X1+x2 x = x arctan(x) 5 n(14+x"H
Exemplo

x> & dx= x* & — 2x e~ dx.
N~ N~ ~ N~
f g’ f g f’ g

Integrando por partes mais uma vez, obtemos
/xede:xeX—/ede:xeX—eX—i—k

/ Xdx = x?e* — 2xe* +2e* + k

Portanto,
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A Integral de Riemann

A Integral de Riemann

Definicao
Seja [a, b] C R um intervalo limitado e fechado. Dizemos que

P:ra=xg<xi<x<---<x,=>b,

onde n € N, é uma particao ou divisao de [a, b].

Uma partigdo P de [a, b] divide o intervalo em n intervalos.

a=Xp X1 X2 .-+ Xj—1 Xj -+ Xp-1 p=x, X
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A Integral de Riemann

Para cada i =1,...,n, definimos

Axj = xj — Xj_1
que é o “tamanho” ou comprimento do intervalo [x;_1, x;].
Definimos, também a “malha da particao P

|P|| = max Ax;

1<i<n

que é o maior dos comprimentos dos intervalos [x;_1, x;], 1< i< n.
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A Integral de Riemann

Sejam f : [a, b] — R uma fungdo limitada e

P={a=xp<x3 <-++,Xp—1,Xn = b} uma particdo de [a, b].
Para cada indice i seja ¢; um niimero em [x;_1, x;] escolhido
arbitrariamente.

o] c2 Ci Cn

a=xg X1 X Xi—1 Xi Xp-1 b=x, X
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A Integral de Riemann

Consideremos a figura seguinte.
A
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A Integral de Riemann

Definicao
A soma de Riemann de f relativamente a particdo P € dada por

i f(C,')AX,'.
i=1

Observacao: Note que a soma de Riemann é igual a soma das
areas dos retangulos que estdo acima do eixo x menos a soma das
areas dos retangulos que estdo abaixo do eixo x. Portanto a soma
de Riemann é a diferenca entre a soma das areas dos retangulos
que estdo acima do eixo x e a soma das dreas dos retangulos que
estao abaixo do eixo x.
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A Integral de Riemann

Consideremos a figura seguinte.
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A Integral de Riemann

Sejam f uma fungdo continua definida em [a, b] e

P={a=xp<x3<-:,%,-1,X, = b} uma particdo tal que

|P|| = max Ax; seja suficientemente pequeno. Entdo a “drea”
I<n

A= A, — Ay, “pode ser aproximada pela soma de Riemann”

n
Z f(C,')AX,',
i=1
ou seja, A~ Y7, f(ci)Ax;. Fazendo ||P|| — 0, temos

D fle)Axi — A
i=1

lim ) " f(c)Ax; = A

I1Pll—0 &

Entdo podemos dar a definicdo seguinte.

e, portanto,
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A Integral de Riemann

Definicao

Diremos que uma fungdo limitada f : [a, b] — R é Riemann
integravel ou simplesmente integravel, se existir um nidmero
A€ R tal que

lim Z f(c)Ax; = A

[Pl—0

onde P={a=x9 < x1, * ,Xnp—1 < Xo = b} é uma particio de
[a, b] € ¢ € [xi—1, xi].
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A Integral de Riemann

Escrevendo o limite acima com €'s e §'s temos

Definicao

Uma fungdo f : [a, b] — R serd dita integravel, se existir A € R
tal que para todo € > 0, exista § > 0 tal que

Z f(C,')AX,' —Al<e
i=1

para toda particdo de [a, b] com ||P|| < §, qualquer que seja a
escolha de c¢; € [xi—1, xi]. Neste caso, escrevemos

A:/abf(x)dx

que é chamada integral definida ou simplesmente integral de f
em relacdo a x no intervalo [a, b].

Observacao: Note que, o limite independe da escolha dos ¢;.
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A Integral de Riemann

Quadratura da parabola

Exemplo

Use soma de Riemann para mostrar que a drea “entre a parabola
y=x% oeixox easretasx =0 ex =1" é o dobro da drea
“entre a retay =1, a pardbolay = x> easretasx =0ex=1".
Dicas: Use retangulos aproximantes com alturas do lado direito de
cada retdngulo aproximante e também a férmula

n(n+1)(2n+1) VneN

124224+ . . +n%=
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