
















































SEQUENCEAS E SERIES DE FONGOES

Discotinus bastante regencies e series numerical Disartirews agora
sequencias e se'n'es de fingers que sd extremamente itis em quase
todas as areas da matematica e ciencias que us am matematica

Por exemplo sabers que se 0 EX1 1 enter x'go 0 Asim
a sequencia de funcees fu lil IR

fu x X

tem a propriedade fu x 0 t X E lil Digenis que
fu converge ponto a ponto para a fund f x 0 t X E f lil



















































Por outro lado Como 1 1 tu poden ans tambein defiuir
gu ft 1 IR e gu converge ponto a punto para a fined

g lil IR it

go 9

Osgoofing a fado so no interval on
Como so as graficos en C1,0

Observed Important A sequence gu e ma sequence de forges
continual e no entanto seu limite g e descontinua Isto
e continidade nai é preserveda por limites ponto a pout



















































O se X 0 4 A 2

Exempt fuk 2 se o c x Yan 3
o se X E You I

2 f

gp
Nessecaso e claroque fu converge pore a

y 12 1fined constante 0 No entanto

f fuk dx E 1

Portent

1 king fo fuk dx So limo fat dx 0

Tanto o problems de continidade do limite quarto da troce do
limite coma integral so resolvidos introdugindo una Wcf de
convergence mais forte



















































Def Sega fu una segéucia de forges e S un subconjunto dos

dominicos das fu Digenis que fu converge uniformemente em S

para f se vale a seguiate propriedade

He o I Ne IN tal que tu z NeffT
diferencecrucialfuk Fal a e
pgf.at YfEA

Jiff

Wente E proximas de f a parti r

de n N



















































Teorema Leja fu una segencic de fuge e supoka que
fu f uniformemente an S Se p e S e en pont no qual
today as funcoes fu sd continual enter f e contina em p

Proven Dado E 0 escotha Ne IN tal que fuk FA a

para todo Xe S e todo U Z N Agora escolha S o tal que
se Xe S e I x p a 8 enter fuel ffp a 93 Ents

I FG f p E I f x FN x I foe FrCp It frcp f p

L 93 93 E

Isso nostra que f x e S com lx pl e s If Al fall E ist es

f e continua em p como una fined defivide em S M



















































É psicologicamente wit it l veinterpreter else forema an terms
de una toca da ordem en que touracos limited se fu f

uniformemente e

yup fax fu p
enter

line A
x p n't

fuk leg leg fu x

11 11

Emp f x him fu p fcp



















































Vejamos o que da errado com a sequencia x x an 0,1
Essa sequencia como limos converge para a faucet descontinua f onde

f x O se XE O 1 e f 1 1 É
Fa

Primeiro fu NATCONVERGE UNIFORMEMENTE fu

As funges fu so continual em 1 claw O

problema e que em x 1 a relaid entre tf
E's e 8 s depende de n e piora a we did a que n aumente

Dado e 0 querns encontra 8 o tal que se lx 11 S
entas x II se Como x a monotone crescente em x2 0

a deligualdade que deve fer satisfeiter a



















































n Ite

I 1 8 I C E a a s c e

I 1
Usando o TeoremaBinomial e lembrando que
O Sat e portanto Stas podemos f

v f E

Usar a aproximace I1 8
A S E 1 us

Nelle can a de sigualdade 1 1 8 C E e aproximadanente
a mesma que

NS Ce es 8 En

Issonostra que nopout x 1 embora as funded fu sejam
contiwas is 8s para e o dado was ficaudo cada vez were

a medida que n coerce No limite 8 0 e a fine f us e

mais continua



















































Selves Como ja n'uns series de fancies sad importantes por
exemplo na resolved de EDO lineares

SeEunb e ma segencia de fuge e fu so as somas porcia's
da se've Eun isto é

fu x II Nu x
digenis que a se've Eun converge ponto a ponto ou uniformemente

para a fined f se fu f ponto a ponto or uniformemente

respectivamente Segue do terema anterior que

Teorane Leja Eun una se've de force continual convergiudo
uniformemente para una fuk f Ents f e contwa



















































É
Luoramente
psicologicamente itil observer que else forma pode fer interpreted

Como una toca de ordem an que tomato dois limites

Imp EIuna E liman G
xp

Hy fax fcp IfUnep



















































Convergencia uniform e integrase

Leja fu one segencia de fungoes definidas e continual em Laib
e suponha que fu f uniformemente an Laib Defina

gfx faffsids e gG folds

Teorema gu g uniformemente em a b ist é

hiya fa fucoids faking fu s ds

Maisomatroceda order
en quetomanos limits

Gage integrals evolve limited



















































Proven Dad E so escolhemos N E IN tal que se n z N enter

1 fu s f s I a f a k se Laib

Ents Axe Lab vale

Iguk ga fu s folds e fa l fulsi folds E no

E diferenciago Falaremos disso mais longamente a seguir mas

aqui esta on exemplo que nostra que convergencia uniform usresolveexe problem

Example fu x I see u x fulfil cos u x embora fu Y O
uniformemente fi nd converge



















































Integraciao de seines term a term O teoremaanterior se aplica a diet

Seja Eun una se've de fancies continual convergiudo uniform
mute para una fined f em Laib e defina

guts filereals ds É fakes as

g x folds

Teorema gu g uniformemente isto é

lim Ee Saturtids JillianEickel ds
no

r
Mais una vez Ence
de limites



















































O TESTE DE WEIERSTRASS

Umaforma util de verifier se una se've converge oniformemente e

o regulate

Teorema Test M de Weierstrass Leja Eun una sen'e de fuge
que converge pontalmente para una fences f nom Conjunto S

Sponha que exist una se've n'mince Ellen positive e convergent

tal que paratodo x e S e para todo ne IN

x O E una E Mn

Eats a se've Eun converge uniformemente em S
Prova Paracada Xe S o teste da compared e x implicam que
dunk e absolutamente convergent Asan

Ifan É a I II let e di luau e É Ma
K ntl

Étdpendedex















Como diMn e convergent dado e o exist MEIN tal que

para n 7 N IfMn s e Segue asrim que

I fly É aka s e Hx es

que prove a convergiucia uniform

SERIES DE POTENCEAS

Uma se've da forma

É an Z Zo
U O

oude an e Zo sat n'mens reais or complexol e chamada uma

SÉRIEDEPOTENCIAS EM Z Zo



Exemplo É ti e ma se've de potencies onde Zo o e an I
Usando o Este daRaza obtems

zutl

I ne En
o para qualquer zed

zu

Iso nostraque a se've 22 converge absolutamente para qualger
escotha de z e f e portanto define una fences de Z

z a ÉYu fzed



Example 4423 Z Aqui zo Z novamente e an n 3

I
n 1PeloTestdaRais

ayla f 3
n 8 3

anza an z w 37

Asim a se've I lauz I converge para toda escolha de Zed com
121 1 3 e novawente podemos defair una fouad

z 1 Eon 3 Z 171 1 3

Para 121 113 o Teste da Razed dig que a se've 2h23 z diverge e

para 121 113 I n 3 z In Mo portanto a sene diverge



Exempt If't e 431 Ambas as series convergen se I21 1 e

Como antes defiween fingers em le 1 Se 121 1 ambar as series

divergem Para 121 1 a primeira sene diverge se 2 1 e converge

para todo outro com 121 1 pelo Teste de Dirichlet A segundase've
converge para todo Z om 121 1 ja que converge absolutamente

ja que e comparivel em valorabsolute a ZYn2

Ate aqui en todos os exempts acouteau que p

ha om nu wer real tf 20 tal que as series
Zo

convergem se 1212 R e divergem se 121 R
Para 121 R todopode acute er

Em nostol exemplos Zo O mas isso for le contiward
seudo irrelevant para os calculus do Rio DECONURGENat R



Teorema Assume
que a se've Ian Z converge para algum Z za com

Zn O Enter
i anz converge para todo z com a tile
G a convergencia é uniform em qualger disco KKR 41

Note
que isso qur dizer em particular que podemos defnir a fond

z Janz para todo kl a lz l e esse fugs é continua ja
que os terms da sen'e anti so todas frees continues

Prova Como faut converge anti 0 Tome O Retz I e tone
N E IN talque lauz I C 1 para h z N Astin se 121 ER ne N

lanz I s lanzil E l s Ei t onde t E a 1

Agora segue do TesteM de Weierstrass que Eanz converge uniformeniente

Iss prove a mas prove tambein i M



Coroa'no Dada una se've de potencias danZ exist Of R E a

tal que Zanz
i converge absolutewente para todo Zed com Iz I R e

Gi diverge para todo Z E G com 121 R

Observances O Caso R O querdizer que a se've us converge para
qalger 240 O Caso R o quer dizer no extremo oporto

que a se've converge t ZEC

Prova Se existe z o tal que Lanzi converge o torana
anterior mostou que Tanz converge para todo z am A1212,1
Note que zed 121 1211 e um disco abert em 0 centred
em O e de raio 171 Definimos entas

R r 0 Danz converge se lek r



e definimos

a se R e itinitado
ag

R t
o se R p

R e R
supR se R e limitado e us vazio

Se R O a se've so converge pore 2 0

Se 12 0 enter ant converge para esco has de 1 com

1211 arbitrariamente grandes e pelo teorema anterior Janz an

verge para todo ZE 0
Se Oc Rao enter Ean z converge para todo Z com IK R

Pek defined de R e pelo teorema anterior Por outro lado se

121 R Ian Z no pode convergir ja que isso contradig
a definite de R sup R M

Def O miner R é chamade Rio DECONVERGENCE't da se've Ganz



Teorema Leja fault 207 una se've de potential e supouha que
existe o limit

hey iTant C

Enter o vaio de convergencia da se've e R Yc se c o e

e n se C O

Prove O testeda raiz dig que É au E Zo converge absolutamente

se
him lance zo fig laul 12 701 1
no

e diverge se esse mes mo limite e 1 supondo que o limite
exista Mas esse e exatamente o ewuciado do teorema ja
que C Iz Zo 1 ES IE Zoll Y M



SERIES DE POTENGAS REAIS

Vamos agora super que estanos lidando com una se've de potential

da forma Zan x Xo oude an Xo E IR Nelle caso o

disco de convergencia da se're intersects o eixo real em an

interval centrado em Xo Convergence
absolyta

Digha.at XotroDizemos que a forces

x Ian x Xo

definida em xo r xotr e representeda pela sen'e Cau x Xo



Torana Asamaque a fued f e representada por una se've de

potencias
f x Egan x Xo

no interval Xo R XoxR Ents f e continua welle intervalo e

sua integral an qualqer subinterval fechado pode ser obtida por
integrase term a term Em particular

f fit at a fan fit xo at If x Xo
no Xo

Pro A prove e inediata do que rimoi anteriormente dentro do

interval o de convergencia a te've converge absolutamente e converge

uniformemente em qualger abintervelo fechado para belie que
converge m mi formemento é pomul integra term a term M



Exemplo 1 Fox

O ran de convergencia e
him 119

1

fx It EEN If c 1 x com o mesuw

raio deconcergéucia

Integra do obtems

It'd en CtxI
u net latex É.tn x
du dt

1 t II th f that L
tix para x et
nee



Note que nesse caso podemos obviamente driver a se've termo
a term

eulex Ix Elena

I It x I.ge x
que sabers serierdade

Teorema Seja f una fungo representeda pelase've ÉÉu x Xo
no interval de convergencia Xo R x tr Enter

a a se've devivada term a tenno ann x Xo tem vaio de

convergencia R e

b a derivada flex exist em todo o interval xo R xo th e

é represented pelase've de a



Prova Vamos allomir que Xo 0 O casogeral e analogo Toure
x h O tais que x X th e O R Ents como f x é representeda

pela se've terms a igualdade

fath fax q au x th x

h n a

e a se've a divita e convergent ja que é a soma tenno a

term de das series convergentes Usand o TVM podemos

escrever
x h X

h
not oude ca e x xth

Portanto a se've Éhanncut e convergente ja que e igual a
se've a que e convergent Note que esse nos e ma

se've de potencias ja que os ca E x xth podem ser todosdiferates



Mas como x e ca e x th nan x s d nanci e a

terms dessa series SS todos 20 o terrene de compared implica

que a se've dinanx converge Como esse raciocinio pode ter

feit para todo x e Co R isto prove a

Para prover b definiens ga It nan x Integrands
ambos os lados e usando o turn a anterior que nos permite
integrartermo a term obtenos

gladt It aux f x ao

Como g e continua o TFC agore us permite conduir que

f x g x M



Agora tejanos como calakros coeficientes de una se've depolencias

f x If an x Xo f xo Ao

flex Ifnan x Xo f'exo an

f x Énfu 1 an x Xo
2

f xo Laz

FX EE n ut u ke an x Xo f'Xo k ak

an f xo
u



SERIES DE TAYLOR

Se f é una fungal virial veges diferenciavel definiens o Polinomio

DE TAYLOR degrow n de f no ponto a por

flat flat lx al f1,91 x att f a x a EI fi x a
k

n

Se f pode ser derivada infinitamente podemos enter considerer a
SERIE DE TAYLOR de f no ponto a

If fit x ai flat flat lx al ftp.t x att

Ha das questies nelle moment 1 a sevie deTaylor converge e

2 se sin converge para f



Vimos no semestre passado que o e'rn ao aproximarmos una fences

por see polinomio pode ser dado da seguinte maneira se Tuf é
o polinomio de Taylor de grow n e definimos

En x f x Tnf x

enter
Ink I fix t f celdt

Como as somas porcia's da se've deTaylor so exatemente os polinomios
de Taylor a se've converge see somente se En 580

En x e Max If t
team lx t dt



X a

Mas Ix ti at f un du x a

att
n X t
da dt

Segueenter que

End e x a
t

nee
Max fat t
te fax

Torma Se If x I s A para todo Xt la R at R e

todo ne IN enter a se've de Taylor de f em a converge

uniformemente em qualqer interval fechado en la R at R

para f
Poof ex a A

n
O para n o M



Como consequencia tams que as series do seno e do coseco
convergent ja que todas as decivadas de eux e cos x so

limitedas por 1

seu x x Y É Fi t
cos x 1 E 4 t

Alein disco a se've de ex tambein converge ja que e é
e e e limitada em qualqer intervelo finite

ex I X I t

Aqui finalmente terminamos de devoustrar os resultados sobre

series que ashminos ao tratar de EDO lineares no inicio
do semestre



Exercicio seed11.7 pp430431 13,4 8,10 12,13 14 17 19
secret 11.13 pp438439 2,4 7,9 11 13 17,22 23


