Capitulo 1

Modelos Hierarquicos e a
solucao de Parisi

1.1 Modelo de Ising hierarquico

O objetivo desta seg@o é descrever técnicas que permitem analisar o problema
de multiplas escalas através de equacoes diferenciais parciais parabdlicas. Isto
serd ttil ao descrever o esquema de Parisi para quebra de simetria de réplicas
em modelos de vidros de spin, que sera retomado nas ultimas paginas desta
Secao.

O modelo hierarquico de Ising foi primeiramente introduzido por F. Dyson.
O hamiltoniano é escrito como uma soma sobre escalas de interagoes. Isso
permite uma anélise rigorosa do Grupo de Renormalizacao, que foi realizada por
Eckmann e Collet. Esta secao estd em parte inspirada em material do Domingos
Marchetti. O leitor mais atento vera que nosso tratamento é diferente do dele,
pois enquanto nés olharemos para a evolucao da energia livre ele olha para a
medida a priori em cada escala .

Primeiro definimos uma rede hierarquica . O inteiro L descreve o grau
de ramificagdo de um estrutura composta de N geragoes (ou escalas). Cada
spin de Ising na posicdo Xy assume valores ox, = 1 ou —1. A posicdo Xy
representa o endereco do spin e pode ser escrito por uma sequéncia de inteiros
Xy = (zo,21,22,...xn) que descrevem o endereco em cada escala, onde 0 <
x; < L —1 Por exemplo se L = 2 ,, os {z;} representam os bits do enderego X.
Na figura 1.1 cada tamanho de caixa estd associada a uma escala. Nessa escala
interagem somente os spins dentro da mesma caixa. Por exemplo, os sitios cinza
(X3 =1(0,0,0,0) e X3 =(0,1,0,0) interagem s6 nas escalas > 3

O hamiltoniano é uma soma sobre as diferentes escalas

N
HN =%"H, (1.1)
n=0

1Esta é a diferenca ente olhar redes de Cailey e de Bethe
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Figura 1.1: Uma rede hierdrquicacom L =2e N =3

Figura 1.2: Matriz das interacoes Jxx» = J,
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onde os hamiltonianos na escala n, H,, contém interagoes entre spins que estao a
no maximo uma distancia L™ e estas interagoes decaem exponencialmente com

1 2
Hy=—Agrm ) ( > B ax> (1.2)

Tn4+1,Tn42;--;TN L0, TLyeees

onde introduzimos uma constante de acoplamento

AR

A= . 1.3
= (13)
O hamiltoniano pode ser escrito de uma forma mais convencional
1
H(N) 2—5)(2);(])()(/0')(0';(, (14)

a menos de uma constante. A interacdo Jxx depende da distancia hierarquica

entre os spins nas posicoes X e X', Dxxs = L™, onde n é a escala da menor
caixa que contém os dois spins.
N
Jex =3 4 (15)
;= _— .
XX I
k=n

decai com a distancia, ver fig. ??7. A variacdo da interacao entre spins numa

caixa de escala n e spins separados até a escalan +1 é
A

L

Uma propriedade interessante do Hamiltoniano que descreve o sistema na escala

N é que pode ser escrito como as L contribui¢oes na escala menor anterior mais
um termo quadréatico nos spins:

Adp=Jp — Jn-i-l = (16)

L

2
A
N) _ N—-1),l
HM =3 " H! >—2Lw< > ax> (1.7)

1=0 TOH,T1 ey

onde colocamos um indice [ a mais no hamiltoniano na escala N —1, para indicar
a qual das caixas se refere.
Estamos interessados na fungao de partigao

ZM(h)y = Y e PI Ty ox (1.8)
{ox}

onde acoplamos o sistema a um campo magnético h (adimensional). Usando a
equagcao 1.7 para escrever

i 2
Z(N)(h):Zexp— B;H(N_l)’l—zélﬂvﬁ< Z Ux> +h§0x

{ox} L0y L1y Tm

(1.9)
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O termo quadratico representa o acoplamento na escala N das caixas na escala
N —1. Podemos lineariza-lo usando novamente o fato que a transformada de La-
place da gaussiana é: exp(A4?/2) = [exp(—2z?/2—Az)dz/V2r = [ Dzexp(—Az)

L AB
ox =0

T -ty | AB
ZM (h) = /Dzll:[lzw D( neth) (1.11)
ZMN(h) = /Dz (Z(N*I’”(\/ﬂAJNerh))L (1.12)

L
20 () = PN (2N () (1.13)
onde usamos :
exercicio
Mostre que
2
/sz(az +h) =¥ oz f(h), (1.14)

expandindo em série a gaussiana e usando a representagao de Fourier de f.

Até aqui tudo é exato. Estamos interessados em obter um limite onde a
energia livre pode ser obtida através de uma equacao diferencial parcial pa-
rabdlica, que descreve uma difusdo pela arvore hierdrquica. Consideremos o
limite termodindmico N — oo juntamente com L — 1 de tal forma que

NlogL =t (1.15)

é mantida fixa. Note, pela eq. 1.3, e definindo € por

(N—1)logL=1—¢ (1.16)
teremos
A = €/2
AJy = eexp(—t)
L = expe=1+e (1.17)

e para uso posterior defina a derivada

dJ(t)
= exp(—t) (1.18)
Defina

u(h,t) = —log Z™M)(h), (1.19)
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e a derivada

ou . u(h,t) —ulh,t—e¢)
up = o = gg% - . (1.20)
Queremos o limite de
ot
u(h,t) = —log/Dze_(1+5)“(h+V556 Z zt—e) (1.21)

expandindo u em série até ordem e

u(h,t) = —log/Dz exp(—u(h,t)(1 + €) + eus — V/Bee™ % zuy, — %e‘”tZQuhh)

(1.22)
Como u(h,t) ndo depende de z

u(h,t) = u(h, t)—log/Dz (1 — eu + euy — \/Ee_%tzuh - %e‘”tf(uhh - (uh)2)>

(1.23)
Usamos [zDz=0¢e¢ [22Dz=1
. 5 —t 2

uy =u+ 3¢ (unn — (up)”). (1.24)

Podemos introduzir a variacdo da interacao J com a escala, para referéncia
futura 54
t

up = u+ 5 d (unn — (up)?). (1.25)

esta equacao deve ser completada por uma condigao inicial
u(h,0) = —log(2 cosh(Bh)) (1.26)

que a energia livre de um spin num campo magnético h. (verificar). O problema
‘e determinar o limy,_q lim;_, o up, para altas e para baixas temperaturas. Voces
podem brincar com isso.

Para nossos objetivos atuais, que sao olhar para a solucao de Parisi, a ob-
tencdo desta equacdo é suficiente. A solucdo desta é interessante per se, mas
passaremos ao préximo tépico de interesse, o limite de n — 0.

1.2 O limite de n — 0

A equacao 1.12 pode ser usada para descrever o problema de spinglass antes de
tomar o limite de n — 0. A diferenca é que agora L nao é uma constante, mas
depende da escala de uma forma que deverd ser determinada posteriormente de
forma variacional.

As caixas no problema de VS comegam a ser numeradas de fora para dentro,
assim a figura 1.2 comega com ¢o no lugar de Jy (na figura N = 3), e o
indice de escala, que agora chamaremos k cresce para dentro e portanto pode
ser interpretado como a resolugao com que se olham as réplicas. O tamanho
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das caixas passa a ser chamado my. A ramificacio L em cada escala k + 1
¢ o nimero de caixas de tamanho my4; dentro de uma caixa de tamanho my,
portanto L(k) = m“]:i - € Comegamos com mo = n. Assim se escrevemos a fungao
de particao usando a eq. 1.12 teremos:

mp

Z("Lk)(h) - /Dz (Z(mk+1)(m,z + h)) i (1.27)

Isto pode ser iterado ate k = 0

n

2 () = / Dz (ZW)(\/@Z + h)) (1.28)

Esta equagao é importante para o passo final. Note que nela aparece qg, € ndao
uma diferenga qr—1 — g

Vamos tomar o limite n — 0 e hd mais de uma forma de fazé-lo. Precisamos
entender que este problema nao é o modelo hierdrquico. O valor de g, esta
entre zero e um (ver equagao 80, sec 4.3.2). Temos também

Introduzimos uma variavel x que descreve no limite o tamanho das caixas
my, como funcao das escalas. Para a passagem de k a k + 1,

€=Mk — Mkt1, (1.30)

e portanto, dividindo por myg1

=14— (1.31)
mr+1 X
Defina, como antes
u(h, x) = —log Z%) (h), (1.32)
e a derivada 5 L L
g 1= L iy WD) — bz =€) (1.33)
oxr =0 €
dgq
— = — 1.34
dk — qk+1 de ( )
Queremos o limite de
u(h,z) = flog/Dze*(Hi)“(HV Biateza—c) (1.35)

onde usamos, pela eq. 1.30 que my4+1 = my —e — x —e. Expandindo u em série
até ordem e

€ [ dq 1 dqg o
u(h, x) Og/ zexp(—u(h,x) ux + euy — up deez Quhhﬁdxez
(1.36)
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Como u(h,x) nao depende de z

€ 1 dq 1 dq
u(h,z) = u(h,x) — log/Dz (1 —u- + eu, — iuhh[?%ezg + QU%"deEZ2>
(1.37)
Usamos [zDz=0e [2°Dz=1
o= L4 B ), (1.38)
r  2dx
Finalmente definimos f(h,z) = 2log Z ou f = —u/xz, entdo uy = —xf, — f
d
A L ) (1.39)
2 dx
B dq
fzz—**(fhh-*-xfh) (1.40)

esta é chamada a equacao de Parisi. Da equacao 1.28 temos que

n

2
ZM (b / Dz Zm) (\/B(qo) ,B(qo)z—i—h)) = /1052 (Z(ml)(h)) "(1.41)

and the limite n — 0 de

1 1
Zlog Z™(h) = = log/Dz (1 + 2 log Z<m1>(h)> (1.42)
n n mi

lim ~ log 20 () = / Dzf(z, /Ba(0)z + h)lo (1.43)

n—0n

1.3 A energia Livre

Obtivemos segao 4.3, eq. 72 a energia livre

J?  BJ? J 1
({Qab} {ma}) _57 + 57 ng + 72 z@:mi - nf log Z. (144)

a<

O tltimo termo, o mais dificil ja foi discutido, os outros serao agora. Por agora
vamos estudar Jy = 0.
Se o ponto de sela for réplica simétrico teremos

> dm = gon’ (1.45)
ab

mas fizemos um erro se nao for RS para todos os pares que q. # qo que
precisamos consertar, além de tratar a diagonal de forma errada, pois nao ha
termos na diagonal. No préximo passo de quebra de simetria de réplica, temos
n

oo caixas com m? termos cada

anb = G5(n = m) + (g} = g5) (oo = m) (1.46)
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onde as substragoes de n levam em conta os termos da diagonal. Para o segundo
passo consideramos que ha % caixas dentro de cada uma das w% caixas do passo
anterior, mas ainda os mesmos n temos na diagonal. Vemos que no caso geral,
apés k passos de quebra:

n
o= ¢n:-n T g (—m?—n b —q1)(——m5 —n
g%b a0 ( ) + (g1 qO)(ml 1 )+ (g3 ql)(mlmg 2 )+

= n(qp(mo —mi) +qj(m1 —mz) + ...) — ngy (1.47)

~ n—0
e usando a equagao 1.30 vemos que podemos escrever (note que %(n2 —n) — =

,1)

1Zr_1zr—_1/l(>’"d () (1.48)
n qab—2n dab = D) qu z 2q .
a<b ab
assim a energia livre serd
BJ? ! 2 2
frla(z),h) = === (1+ | q(@)"dz—q°(1) | = [ Dzf(0,/5q(0) =+ h),
0

(1.49)
Lembramos que f é o ponto final da dindmica descrita pela equacao de Parisi.
Podemos mudar o 'tempo’ ou a escala z, e medir a evolugao em termos do
préprio ¢, assim f, = f,/ (j—z e usando a fungdo inversa z(q) temos

fo= =2 + 201D (1.50)
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