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1. Seja D um aberto, conexo e limitado em R? (ou R?). Diz-se que uma fungio u € C*(D)
é subharmonica (respectivamente, superharmonica) em D se Au > 0 (respectivamente,
Au < 0) em D. Prove que o valor méximo (respectivamente, minimo) de u é atingido
na fronteira de D. Dé um exemplo para mostrar que isso ndo é verdade para o valor
minimo (respectivamente, méximo).

2. (Exterior do Disco) Sejam a > 0 e Q = {(x,y) € R? | |x* + y* > a?}. Considere o
problema de Dirichlet para a equagao de Laplace em Q:

Au=0 em Q
u(a,0) =h(0) 0<0<2m
lu/ <M emQ

com h € C'(R), periédica com periodo 27.

a) Use o método de separagdo de varidveis para determinar a solugdo deste problema
de Dirichlet.
b) Encontre a seguinte férmula de Poisson para o problema no exterior do disco:

(r,0) = r2—a? [T h(¢)
W = JO 12 —2arcos(0 — ¢) + a?

dd

para v > a.

c) Observe que se removermos a condigdo de limitagdo de u (Jju] < M em Q), entdo
o problema possui infinitas solugdes.

d) Escreva a solugdo do problema com condigdo de fronteira h(0) = 1+ 3sin6 em
T = a e a condigdo de limitacdo de u.

3. (Este exercicio € um corolario do principio de méximo para a equagdo de Laplace)

Seja QO ¢ R? um subconjunto aberto, limitado e conexo e g € C(0Q). O problema

Au=0 emQ
u=g sobre 00

tem no méaximo uma solugio pertencente a C2(Q) N C(Q). Além disso, sejam g;, gz €
C(0Q). Mostre que:

a) Comparagdo: se g1 > g, em 0Q) e g; # g, em pelo menos um ponto de 9Q), entdo

Ug, > Uy, em Q.

b) Estabilidade:
mﬁax Ug, — Ug,| = n;.gxlg1 — gal-
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4. Prove a unicidade do problema de Dirichlet

Au=f emQ
u=g sobre 0Q

pelo método de energia. Isto é, apds subtrair duas solugdes w = u — v, multiplique a
equagao de Laplace em w por w e use o teorema da divergéncia.

5. Considere problema de Neumann

Au=f em Q
$a=g sobre 0Q

Encontre uma condicdo necessdria para a existéncia de solugdo do problema. (Sugestéo:
use o teorema da divergéncia.)

6. Seja By = {(x,y) € R? | x> +y? < 1}. Use o método da separagio de varidveis para
resolver o problema

Au=y em B;
u=1 sobre 0B;

Sugestdo: Use u=v+w onde v e w sdo as respsctivas solugdes dos problemas:

Av=vy em B Aw =0 em B;
v=20 sobre 0B; w =1 sobre 0B,

7. Seja u uma fungio harménica e nio negativa numa bola Bg(0) c R?.
a) Use a férmula de Poisson para a mostrar a desigualdade de Harnack:

R — [x| R + [x]

R T |X|u(0) <u(x) < Rl

u(0), Vx e Bg(0).

b) Mostre que

max u<9 inf wu.
Br,2(0) Br,2(0)

8. Seja u uma fungdo harmonica em R™, n > 2, tal que J u?dx < co. Mostre que u = 0.
Rn

(Sugestdo. Escreva a férmula da média em Bgr(P) para u. Use a desigualdade de
Schwarz e faga R — 00.)



