Lista 10 - MAT-330

(I) Seja o um ordinal. Sao equivalentes:

(i) a é um ordinal limite.

(ii) Para todo ordinal A\, se A < aentdo A+1 < a.

(IT) Sejam /3 e v numeros ordinais.

(i) Se v é ordinal limite entdo 8 + 7 é ordinal limite.

(ii) Se «y ¢é ordinal limite entdo 5.y é ordinal limite.

(III) Seja A um conjunto de ordinais. Prove:

(i) UA é um ordinal.

(ii) Se UA é um ordinal sucessor entdo JA € A (portanto, JA é maximo do conjunto A).

(IV) Observe que 1 4+ w =2 + w = w, mas 1#2. Prove que, dados «, [ ordinais e n € w,
se «+n=[+nentao a = p.

(V) Sejam «, ( ordinais. Se f < o < § + w entao existe um unico n € w tal que a =  + n.

(VI) Sejam (W7. <;) e (W3, <3) conjuntos bem ordenados, com W; N Wy = (. A soma de W; e
Wj é definida como (W, <), sendo:

(i) W=W; U Wy
r,2yeWW = « ysexr <1y
(ii) dados z,y € W, r,y€e Wy, = = ysexr <qy
reW,yeWy, = = < y

<
<

Se Wi N Wy # (), trocamos Wy por W; x {0} e Wy por Wy x {1}.
Designamos W = W; + W,. Prove que, dados ordinais a; e ag, se (W1,<1) =~ ag e
(WQ, §2) X Q9 entao W = W1 + W2 X o1+ Q.

(VII) Dados a e 8 ordinais, prove que a.f ={an+§:n <fef <al.



(VIIT) Dados a e 8 niimeros ordinais, considere &« x [ com a ordem anti-lexicografica:

Para (z1,x2), (y1,92) € o X 3,
To <Yz OUu

(71,22) < (y1.92) se ¢ Ta=ys e 7 <y ou
1 =Y € T2=12

Prove que (a x f,<) =~ «a.f.

(IX) Prove que todo ordinal limite é da forma w., para algum ordinal £.



