Aula 2

A Lei da Gravitacao Universal

e Atracao entre dois corpos, massas M e m:

. 1 »
F=—GMm—r
)

e A constante de Newton é medida como sendo:

G =6,674%x 107" kg™l m? s72

e

Mercurio



Como medlr a constante G

Balanca de Cavendish



A Lei da Gravitacao Universal

® Vamos escrever interacao gravitacional de um modo mais geral, com a origem num

ponto arbitrario:

I M N
F1m2 =7 (F,— 7)) 172 =T R
rp — T 27 _ _ 1
Fio,=—=F;,
— m2m1 7’1—}”2

® Podemos, por simplicidade, posicionar o nosso sistema de coordenadas numa das

—

massas — digamos, m, . Entao, com Fl — (0 temos:

mp my, mp m, .
=—G
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A Lei da Gravitacao Universal

® Podemos escrever, de um modo mais compacto, que a forga

gravitacional de M em m é dada por:

Mm

FG:_G r

72

® Forcas dessa natureza tém uma caracteristica fundamental, que as

distingue de todas as outras: elas sdao forgas conservativas.

® Uma forca conservativa pode ser expressa como o gradiente de uma

funcdo escalar — a energia potencial.
F(F) ==V U®¥)
® |embrem-se da definicdo do gradiente: ele é uma “derivada vetorial”,

e indica como uma funcéo varia no espago — tanto a direcao da

mudanca quanto a intensidade:

p—g /.\a /.\0 Aa
V=i—+j—+k—
0x 0y 07

/




Forcas conservativas

® No caso particular da forca gravitacional, a funcao U(r) é:

GMm r
a r3

Us(r) = —

® Para mostrar isso, note que:

— ~ 0 0 .0
Virt= <z—+]—+k—> (x2+y2+Z2)

0x dy 07

10 il 2<°+ j + l%) 27
= | —x? =2 | xi zk ) =2r

0x ]dyy 07 Y

e Mas V2 =2rVr, portanto Vr = — = 7. Assim, obtemos que:

—VUG=V< >:GMmV<—>=GMm<——)Vr
a a r2

A

—
® Portanto, usando que Vr =7 acabamos de mostrar que:

S | sy
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Aula 2

Energia potencial

® O fato de que a forca pode ser expressa desse modo (como o gradiente de

uma funcao) tem uma importancia fundamental, que vamos explorar a seguir.

® Vamos calcular o trabalho realizado pela forca no corpo de massa m, ao
longo da trajetéria dessa particula. Para uma for¢a qualquer temos:

B — —
WA_>B=J‘ dlxﬂ'F
A

® No caso de uma forgca conservativa temos:

B —

WA_>B=J‘ a7 - (~Vv) d7 F
A
® Mas o gradiente ndo é nada mais do que uma derivada vetorial, portanto:
B B
A= dU
WA_>B=—J df(f- VU) =—J it == = - [UB) - UA)]
A 4 dac

® Note que isso ndo depende do caminho que levade A a B !l



Energia potencial

® O trabalho nao é nada mais do que a variacao da energia cinética do
corpo:

B
A

® Por outro lado, vimos que essa mesma variacao pode ser escrita como:
Wyp=—AU, =~ |U®B) - UA)]
® Podemos escrever essa igualdade como:
AKy p+AU,_ =0

® Ou seja: o que encontramos é que toda vez que um corpo se move sob

a influéncia de uma forca conservativa, o que ocorre é uma troca entre a

energia cinética e a fungdo U, que chamamos de “energia potencial”:

K+U=FE=const. = AK+AU=0

de
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Aula 2

Energia potencial

U cresce,
. R K diminui
® Para colocar isso de um modo intuitivo: O
AK+ AU =0
(a) se a energia cinética cresce, a energia U
potencial diminui
(b) se a energia cinética cai, a energia
potencial aumenta ©
K cresce,
® Também é til lembrar que a energia cinética U diminui

aumenta quando o movimento se alinha a

forca:

AK=TF - Ar—(—VU) AF

o R ot N i
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Energia potencial

® No caso particular da forca gravitacional, temos a energia

potencial gravitacional.

GMm

r

Ug(r) = —

® De um ponto 1 a uma distancia r; da massa M, até um ponto 2

a uma distancia r, , a energia potencial gravitacional varia

como:
AU]Q — U(rl) - U(rz)
GMm GMm 1 1
= — -+ = GMm —
1 ) Fh 1

® |embre-se que essa energia ndo depende do caminho: a
energia cinética que a massa m vai ganhar/perder no trajeto

entre os dois pontos é dada apenas por AU, !
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Energia potencial

® O que acontece no caso na forca gravitacional gerada por muitas massas (M, , M,, ...), cada uma

numa posicado (¥, , 7y, ...)?

® Simples! Fazendo R, =¥ — F,, temos que a for¢ca de cada uma é dada por:

F, =—GM R M R
Tot — — lmR—%—G 2mR—§+
R,
« M

® Mas cada uma dessas forcas pode ser expressa por uma energia potencial:

(3 * e
“““
. ®

—

— R.
Ri3 |7_

7 —

SN

— 1
=-V|-GMm———

-

|”—7z‘|

® Portanto, podemos expressar a forca conjunta dessas massas pontuais em termos de uma energia

potencial gravitacional total:

Fal KV GM.m
FT0t=_VUT0t , onde UTM:ZUi:_ZT
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Energia potencial

® De um modo ainda mais geral, podemos expressar a

energia potencial total de um sistema de N particulas

i=1,2,...,N) .
N GM;M, R
U= Y Y U= X 3 Ry
j<i i=1 j<i i=1



O centro de massa

® E por falar num conjunto de particulas, vamos considerar um sistema de
N massas pontuais (M, , M,, ...), em posi¢des 7 , T, ..., € cOM

velocidades V', V), ...).

® A quantidade de movimento (momento) total do sistema é:
P 1o = ZMi Vi
i

® Podemos expressar esse momento total em termos do centro de massa

(CM):

P
Vieu = MCM , onde My, = Z M;
Tot i

— P, =M, Veu
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O centro de massa

® Dado um conjunto de particulas, a posicao do CM é dada por:

Mro R oy = ZMi r

® Frequentemente é conveniente utilizar o referencial do CM, no qual

R -y = 0 (origem do sist. de coordenadas): 7, > R, =7;,— Ry,

® Corolario: para um par de particulas, o CM esta posicionado entre as duas,

na diregao que liga as particulas — quaisquer que sejam as suas massas.

® No caso de duas particulas temos, no referencial do CM:

— — — M—>
1

-

- g ~ .
® A distancia entre as duas particulas, R, = r, — |, pode entao ser escrita

comao:

M, —
2R2=

R,=R,+—
| 2 1\41 ]\41

R, = ) = R,
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O centro de massa

® Agora podemos expressar a forca gravitacional em termos dessa

distancias com relacao ao CM. Temos:

Fi,=- R3 Ry, =Mya,=MR,
2

Ml
M, + M,

e Usando a relacao obtida acima, R, = R, , obtemos:

GM M, — MM, = EIN
T o3 12 = Ry = uRy, , onde
Ry, M, + M,

M M,

= é a chamada massa reduzida
M, + M,

U

® Note que, se trocarmos os papéis das duas particulas, obtemos:

GM1M2 ﬁ _ -

—

- - - - - -
Onde,ClaI‘O, R12=I"2—7‘1 e R21=F1—I’2=—R12
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O centro de massa

® Na pratica, isso significa que podemos reduzir o problema
de dois corpos (M, e M,) a um problema muito mais
o Ve o 7 ° g g
simples, de uma so variavel — sejaela R, ou R,;.Por

exemplo, resolvemos:

GM M, — EIN
— 3 R = uRy
Ry,

® Note que, apds resolver essas equacoes e obter as
trajetérias, podemos voltar e calcular a posigao no

referencial do CM, fazendo:

— Ml — —
R, = R e R, = R, =———R
M+ M, UM+ Mm, M, °
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Trajetorias
fime : 0.1000

Simulacées de Rubens Machado (UFOP) circular orbit

http://professor.ufop.br/remachado/hist%C3%B3ria-da-astronomia

Problema de 2 corpos... e 3 corpos??


http://professor.ufop.br/rgmachado/hist%C3%B3ria-da-astronomia
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Trajetorias

Problema de 3 corpos mais geral: caos!



08/05/2020
Fisica |
Modulo IV
Aula 2

Trajetorias

Problema de 3 corpos: algumas solucoes periddicas!
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Trajetorias

Problema de 8 corpos periodico



Trajetorias

" () /

NV

Problema de 21 corpos periddico!



Teorema das cascas esféricas

® Seja uma distribuicao esfericamente simétrica de massa, de tal forma que

a densidade do objeto é dada por p = p(r) :

.
*
*
. o
. *
. 3
* .
- .
3 .
. .
* .
. *
- *
. .
. *
3 .
.
-
.
*
3
.0
*

‘e
*
-
‘e
3

® O teorema nos diz que, desde que haja essa simetria esférica, a forga
gravitacional total de cada parte dessa distribuicao de massa se combina

de um tal modo que é como se toda a massa estivesse no centro da

distribuicao.
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Teorema das cascas esféricas

® VVamos comecar esse calculo num caso simples, de uma

casca esférica de raio R, e densidade superficial de massa

oc=M/A = M/(47ng) :

® Comece considerando o anel que corresponde ao angulo 6,

com largura df .

y
-
-

® Pela simetria por rotagcées em torno do eixo ¢, s6 a

componente da forca na direcdo do eixo z ndo cancela

=)

Aula 2

nesse anel. Temos portanto que a forga total do anel é dada

por:

- 1 1
dF=—GmdMﬁ(sengb€+cosqb2) — —GmdManelﬁcosgbﬁ

onde dM, . =0dA, =0 2apR,d0) =02z (Rysen0)R,d0

nel anel
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Teorema das cascas esféricas

® Agora é facil — basta integrar!

— — 1
F =[dF =J[_GmdManelﬁ cosgl)ﬁl <

1 .
— [ [—Gm(a 27 R} sen@d@)ﬁ cosgbz]

® Pode parecer uma expressao muito complicada, ja que a distancia R = R(0) :

para@ =0,R=7z—R,,eparald =x,R=z+R,.
R, do

® De um modo totalmente geral, essa dependéncia estd dada pela lei dos

cossenos, ou seja:
R*=R;+z*—2Ryz cosf

® Tomando a derivada com relacdo a 6 temos:

RIE _ 2R (Csend)
— =- —sen
40 0<

® Finalmente, podemos expressar cos ¢ pela lei dos cossenos:

R*+z° —R;
2Rz

R§=R2+z2—2chosq§ , = cos¢=



® Substituindo as expressoes obtidas, e usando que ¢ = M/(47ng) , temos:

F = —GmMZJ'

=—GmM2J

® Ha muitos modos equivalentes de chegar em algo que é basicamente a mesma coisa. E agora

Teorema das cascas esféricas

22+ R>—R} dR

4RO Z2 R2

do

ficou bem mais facil:

F=-—

® O termo dentro das chaves d& exatamente 4 R, e portanto chegamos em:

GmM

—

GmM
Z
4R022

GmM
Z
4R0Z2

Z2

GmM
Z
4R0Z2

—R, 4RO Z2 R2

R R?

{1y

=R,

1

2 2
—(z2 = RH)—
( O)R

A

<

Z+R, ZZ — R
|, =

2
0

[Z+R0 Z2 +R2 _ R(%

iR + j
7—R,

Z+R

Z—R,

dR

+R|

Z+R

Z+R,
7—R,

1dR>

" -
-~y
L
L]
L
-
- -
- -
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Teorema das cascas esféricas

® Ou seja, a forca causada por essa casca esférica de massa M é
realmente idéntica a forca que seria gerada por uma particula zall

pontual no centro da casca esférical l

— GWZMA
— r

72
® Um resultado que eu ndo demonstrei, mas que vocés podem

mostrar facilmente, é que, se a massa m estiver dentro da casca

esférica, a forca se anulal!

® A generalizagao para um corpo esfericamente simétrico qualquer
é trivial: desde que a massa m esteja fora da distribuicao de
massa, a forga gravitacional e o potencial sdo idénticos aos de

uma massa pontual M no centro do objeto. Ou seja:

. Gm (' Gm ('
F()=—-—"# [ p(r) X dA = -7 [ o(r') X Amr? dr
r 0 r 0
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Teorema do Virial

® Esse é um dos resultados mais importantes da Fisica, com conexdes com a Termodinamica,
a Mecanica Estatistica, a Astrofisica, na Mecanica Quantica e até mesmo na Epidemiologia.

Vamos tomar um sistema de muitas particulas interagindo entre si:

® O Teorema do Virial nos diz que, se a interagdo entre as particulas for descrita por uma
forca conservativa, qualquer que seja o seu estado de movimento inicial, com o tempo vai
se estabelecer uma espécie de equilibrio, de tal forma que a energia cinética e a energia

potencial vao guardar uma relacado precisa:

Uy, +DK;, - 0 , ondeD éuma constante (tipicamente, D =~ 2)
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Teorema do Virial
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Teorema do Virial

® Vamos comecar definindo uma quantidade relacionada a energia, dada por:

G = Z p.-7. , ondep; éomomento de cada particula.
i

® Vamos analisar a variacdo dessa grandeza G com o tempo:

dG A7, d7

- —
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Teorema do Virial

® O Teorema do Virial nos diz que essa quantidade, G, tende a uma constante, ou seja, deixa de

variar, dG/dt — 0 . Quanto isso acontece, temos que:

® Agora, note que a forca em cada particula, F';, é dada pela soma das forgas de todas as outras

particulas (j # i), ou seja:
— —
Fi=) F,,
JFI
® Mas se as forcas sao conservativas, entdo Fj_)l- = — VZ- U;; , onde VZ- é o gradiente com relacdo a 7.

® Vamos supor aqui que a interacao é de tal natureza que:

— —l’l o .« . _
Uj(ry) = a;r;" . onde q; sdo constantes que dependem do pari,j, e a; = aj; .

Claramente, no caso da gravidade temos n=1 e a; = - Gm;m; .
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Teorema do Virial

® Usando essa interacao “hipotética”, temos que:

I . _>
1 o Fi

F.

I
|
)
|

Jj—i ij ] n
rl-j

| S

I W I’”+2 Tij
I

j=i
® Portanto, temos assim que:

[ J;éz
—ZZ< 7 7y ) (o= F)+ 2K,
l j<l

® Assim, obtemos finalmente que:

O=22(a - +2KT0[ — nUT0t+2KTot

[ j<i
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Teorema do Virial

® Para a forca gravitacional, assim como para a forca eletrostatica, por

exemplo, temosn = 1, e assim:

0 = UTOt +2 KTot
® Ou seja, num sistema “virializado”, temos que:

UTOZ‘ = =12 KTOt
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Teorema do Virial
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Teorema do Virial

Virializacao de um sistema de 500 particulas



Teorema do Virial

vA
¢ o
>\ e ® o
PY ®eo o
0:3.::0 :0. ® o

Virializacao no espaco de fase
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Teorema do Virial

Virializacao com 3 corpos??
Média no tempo - Teorema Ergodico



