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DISTRIBUICAO AMOSTRAL E
ESTIMACAO INTERVALAR



AULA DE HOJE

Distribuicdo amostral da média;

Distribuicao amostral da proporcao;

Estimacéo intervalar da média;

Estimacao intervalar da proporcao.




REVISAO

Conceitos de estatistica descritiva e exploratoria de

dados;

Natureza das variaveis;

Processos de amostragem,;
Probabilidade e variaveis aleatorias;
Alguns modelos probabilisticos;

Estimacao pontual e propriedades dos estimadores.
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POPULACAO E AMOSTRA

Cada v.a. esta associada a uma distribuicao de probabilidade com vetor de

parametros 6 desconhecido.

Por exemplo:
X~Exp(A),0 =21
X ~ Normal(u,c2), 8 = (u,0%)
X ~ Normal(u,0%), 8 = u com o conhecido

X ~ Bernoulli(p), 0 =p



POPULACAO E AMOSTRA

Parametros: Séo as quantidades da populacdo, em geral desconhecidas, sobre as quais

temos interesse.

Estatisticas: E uma caracteristica da amostra X, ..., X,, de uma variavel aleatéria X. Ou

seja, uma estatistica T € uma funcao de Xy, ..., X,, T(Xy,...,X,) € portanto € uma variavel

aleatoria.

Parametro  Estatisticas Valores
(Populacdo) (Amostras) Observados

Média 1 X X
Variancia o2 S2 s2

Propor¢do p P p
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Um estimador € uma funcéo de variaveis aleatorias e portanto também é variavel

aleatéria com uma distribuicdo de probabilidade denominada Distribuicao

Amostral.

A distribuicdo das meédias ou proporcdes amostrais representam a populacéo de

todas as medias ou proporcdes oriundas de uma amostra de tamanho n de uma

variavel aleatoria.

A convergéncia em forma de distribuicao e dos parametros dessa distribuicdo sao

elucidadas pela Lei dos Grandes Numeros e pelo Teorema Limite Central.



EXEMPLO

Considere uma populacao em que a variavel X pode assumir um dos

valores do conjunto {1, 3, 5, 5, 7}. A distribuicao de probabilidade de X é

X 1 3 5 7
1 1 2 1
P@=Y]5 5 5 3

Esperanca e Variancia:
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n=1,Var[X] = 4,16



EXEMPLO

Continuacao do exemplo: Selecionar todas as amostras
aleatodrias simples de tamanho 2, n = 2, selecionadas ao acaso
e com reposicao da populacao X, e encontrar a distribuicéo do
estimador pontual X, ou seja, encontrar a distribuicdo da média

amostral

X =

X1+ X5
2

em que

* X, é o0 valor na primeira selecao.

* X, é o0 valor na segunda selecéo.



EXEMPLO

Amostra (X7, X>) | Probabilidade | Média Amostral
(1,1) 1/25 1
(1,3) 1/25 2
(1,5) 2/25 3
(1,7) 1/25 4
(3,1) 1/25 2
(3,3) 1/25 3
(3,5) 2/25 4
(3,7) 1/25 5
(5,1) 1/25 3
(5,3) 1/25 4
(5,5) 2/25 5
(5,7) 1/25 6
(7,1) 1/25 4
(7,3) 1/25 5
(7,5) 2/25 6
(7,7) 1/25 7




Distribuicdo de X paran = 2

EXEMPLO

X 1 2 3 4 5 6 7
P(X=x)|1/25|2/25 | 5/25 | 6/25 | 6/25 | 4/25 | 1/25
Esperanca e Variancia de X paran = 2
2
0%



EXEMPLO

0.20
1

Lensity

010
1

0.00
L




Dansity
0.10

0.20

0.00

EXEMPLO

1 3 5 7
n=1Var[X] = 4,16

Density

010
1

0.20
1 1

0.00
L 1

[l YA AN
T T CIAT—H.Z

2 34 5 6
n = 2,Var[X] = 2,08

T




EXEMPLO

Distribuicdo de X paran = 3

¥ | P(X=%)
1 1/125

5/3 3/125
7/3 9/125

3 16/125

11/3 | 24/125
13/3 | 27/125

5 23/125
17/3 | 15/125
19/3 6/125

1 1/125

Esperanca e Variancia de X paran = 3
2
— )
E(X) = px =4,2 e Var(X=139=—"
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DISCUSSAO DO EXEMPLO

Analise dos Histogramas

« Conforme o tamanho da amostra aumenta, n — oo, 0s valores de X tendem a

concentrar-se cada vez mais em torno de E[X] = 4, 2.
« Avariancia diminui a medida gue o tamanho da amostra aumenta.

« Para n suficientemente grande, a forma da distribuicdo (histograma) aproxima-

se de uma distribuicdo simétrica (normal).



DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Teorema

Sejam X4, ..., X, uma amostra aleatoria, retiradas de uma populacao com média p €

A . - ~ = 1 T
variancia o finita. Entdo, sendo X = 52?:1)(1 a média da amostra,

2
n

E[X] = p e Var[X] =

| =E[-3n, x;| e Var[X] = var [~ 31, X/]




DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Teorema

Sejam X4, .., X, uma amostra aleatoria de uma distribuicéo

normal com média pu é variancia o?. Ento,

_ 2
X~ N(u=>).



DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Teorema

Sejam X4, .., X, uma amostra aleatoria de uma distribuicéo

normal com média pu é variancia o?. Ento,

_ 2
X~ N(u=>).

Usar esse resultado: Mg (t) = [Myx(t/)]™"



DISTRIBUICAO AMOSTRAL

O que ocorre para qualquer distribuicao?



DISTRIBUICAO AMOSTRAL

O que ocorre para qualquer distribuicao?
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL

O que ocorre para qualquer distribuicao?

Normal Gamma




DISTRIBUICAO AMOSTRAL

O que ocorre para qualquer distribuicao?

Normal Gamma

Densidade




DISTRIBUICAO AMOSTRAL

O que ocorre para qualquer distribuicao?

Normal Gamma
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL




DISTRIBUICAO AMOSTRAL
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL
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TEOREMA LIMITE CENTRAL

Teorema Limite Central (TLC)

Para amostras aleatorias X4, ..., X,, iid, retiradas de uma populacao com média p € variancia

o2 finita, a distribuicdo amostral da média X aproxima-se, para n grande (n — o), de uma
. . .~ PERT , ‘A . 2

distribuicdo normal com média p é variancia ° /p,

X —

o/\/n

Z = ~ N(0,1)

« Avariavel aleatéria e = X — p € denominado erro amostral da média.

* O desvio padrao f’/ﬁ é denominado erro padréo da média.



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Exemplo: Sabe-se que o faturamento diario de um posto de gasolina segue uma
distribuicdo de media 20 mil e desvio padréao 2 mil reais. Qual € a probabilidade de que num

periodo de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Exemplo: Sabe-se que o faturamento diario de um posto de gasolina segue uma
distribuicdo de media 20 mil e desvio padréao 2 mil reais. Qual € a probabilidade de que num

periodo de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?

« X é o faturamento diario do posto de

gasolina.



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Exemplo: Sabe-se que o faturamento diario de um posto de gasolina segue uma
distribuicdo de média 20 mil e desvio padrao 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que

num periodo de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,007

X é o faturamento diario do posto de

gasolina.

- pu=FE[X]=20eoc=+V[X] =2



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Exemplo: Sabe-se que o faturamento diario de um posto de gasolina segue uma
distribuicdo de média 20 mil e desvio padrao 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que

num periodo de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,007

« X é o faturamento diario do posto de

gasolina.
* u=E[X]=20eo0=V[X]=2.

o P(Xq+ -+ Xgo > 1230)?.



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Resolucao do Exemplo: Obtendo uma amostra de 60 valores de X, representada por

X4, ..., Xg0, COM X; representando o faturamento do postono diai = 1,2, 3, ...,60. Entéo

60 60 |

P(X{+ -+ Xgo > 1230) = [P( >



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Resolucao do Exemplo: Obtendo uma amostra de 60 valores de X, representada por

X4, ..., Xg0, COM X; representando o faturamento do postono diai = 1,2, 3, ...,60. Entao

X{++X 1230\ 1
P(Xl + '”+X60 > 1230) — P( ! 60 ) —

60 >60 B

( V60(20,5 — 20)
Z>

=0,0262
)

1
= P(X > 20,5) ~ P




DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Distribuicao amostral da proporcao: Considere-se uma populagcdo em que a
distribuicdo de elementos portadores de determinada carateristica € p e defina-se a v.a.
X=1,se 0 elemento possui a caracteristica ou X =0, se 0 elemento nao possui a

caracteristica. Logo,

X~Ber(p), u = E[X] =p e o? = V[X] = p(1 - p).

Retirada uma amostra aleatéria de tamanho n de X, temos

* Y,- € o total de elementos portadores da caracteristica de interesse;

Y, ~ "
== - € a proporgao amostral de elementos portadores dessa caracteristica, com

P
Y, ~Bin(n,p).



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Retirada uma amostra aleatéria de tamanho n de X, temos
* Y,- € o total de elementos portadores da caracteristica de interesse;

Y S ~ ;-
= 7" = X - € a proporcao amostral de elementos portadores dessa caracteristica, com

P
Y,,~ Bin(n,p)

Nas condicdes do TLC, para n grande, podemos considerar a distribuicio amostral de P

como aproximadamente normal,

5. N(p,p(l - p))

n




DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Exemplo: Visitantes estrangeiros nos Estados Unidos sao cuidadosamente
monitorados por organizacoes de seguranca e pela industria do turismo. Durante o
més de marco de 2008 foram monitorados 4,7 milhdes de visitantes internacionais
nos EUA. Quarenta por cento de todos os visitantes da Europa Ocidental eram do
Reino Unido (RU). Suponha que sejam selecionados aleatoriamente 120 visitantes
do més de marco, vindos da Europa Ocidental, e que se determine o numero dos

visitantes que vieram do RU.

) Qual a distribuicio da proporcéo amostral de visitantes do RU, P?
i) Qual a probabilidade de que a proporcao amostral seja maior do que 0,507?

i) Qual a probabilidade de que a proporcao amostral esteja entre 0,32 e 0,377



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporcao

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

N B p(l1—p) 0,40 x 0,60 A .
) PN (p=0,40, PP 0A0X060) s B (0, 40;0,002)




DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporcao

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

)

: ~ B p(l—p) 0,40 x 0,60 . .
) Pn (p=0.40, PP O X0E0) B (0, 40;0,002)

- P—0,40 0,50 — 0,40
i) IP(P>0,50]:]P( )1

> —
/0,002 V0.002
LP(Z>224)=1—-P(Z <224
2 10,9875 = 0,0125.

2



DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporgao

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

)

: ~ B p(l—p) 0,40 x 0,60 . .
) Pn (p=0.40, PP O X0E0) B (0, 40;0,002)

V0,002~ V0,002
“P(Z>224)=1—P(Z <2,24)
£ 10,9875 = 0,0125.
i) P(0,32<P<0,37) =P(—1,67 < Z< —0,67) =
ép@g—&&%ﬂ%ﬁ&%ﬁfi
20,2514 — 0,0367 — 0,2147.

- P—0,40 0,50 —0,40
i) Pm>05mzw( ! ! ! )1

2



ESTIMACAO POR INTERVALO

« No processo de “investigacao” de um parametro 0, necessitamos ir além da estimativa

pontual 8. Questionamentos quando ndo se conhece 9:

- Quao proximo estamos do valor real de 6 quando obtemos sua estimativa? Depende da

precisédo (ou variancia) do estimador.

- Uma maneira de contornar tal questionamento consiste em se encontrar um intervalo

em torno de 8 que tenha alta probabilidade de englobar 6.
]

) 1 i
5 1 7

a b
P( do intervalo [a,b] englobar 6 ) =7
« O intervalo acima € construido com base na amostra dos dados, ou seja a partir dos dados e

da distribuicio amostral associada a .



INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Seja X4, ..., X, uma amostra de uma variavel aleatoria X com média p € variancia e?>conhecida. Para
construir um intervalo de confianca para a média p devemos considerar a distribuicdo da média

amostral de X.

- B
X~N[M,GJ — AR N0 D

n G/\/;

O intervalo de confianca y = (1 — a)100% para u, temos que obter as constantes a e b, tal que
P(@a<u<b)=(1-a). Aprobabilidade (1 —a) é chamada de nivel de confianca do intervalo e «

de nivel de significancia.

Assim, considerando € um erro amostral ou erro de estimacao, um intervalo de confianca para u

tem a forma [X —€; X +€] €vVn _ _ Z@-a/2)9
— = Z1-a/2) P €= =
o Vn
P(JX —ul<e)=(1—-a) = Z(1-a/2)0 o | Z(1-a/2)0
X ————; X + ——]
Jyn Vn




INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

X—
o
Vn

U

Entao da distribuicao de , temos

X —u |
P (Zouz - T\/% - Zla,Z] =(l-a)




INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Entéo da distribuico de >

, temos

Vn

X — |
P(zm2 = \/% < ZLMJ = (1-a)

/

‘Quantidade Pivotal ‘




INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Continuacao:




INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Portanto, um intervalo de confianca (1 — a)100% para u com ¢ conhecido, é dado por

. — G — G
IC( },L,‘Y) — |:X—|— Zy/2 ﬁ : X_ZO{.;’Q \/;}
Se a = 0,05,%/, = 0,025 € Z; 5 = —1,96, logo um I.C. 95% para p, com ¢* conhecido, €

dado por:

- 6] - 6)
X-196—+ ; X+1.96—]|.
[ 2 )d

Interpretacao:

Se pudéssemos construir uma quantidade grande de intervalos

(aleatorios!) da forma [Xﬂa_zc’ ; X—za,zc} todos baseados

n Jn

em amostras de tamnho n, em meaia y1vvo deles conteriam o
pardmetro (L.



INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Normal
N(3;2,5%) u=3 o=25
n =30,N, = 100
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INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Exemplo: Testes de compressao foram aplicados em uma marca de cimento para avaliar
sua resisténcia em concretos em MPa. Foram produzidos 13 corpos de prova e o0s testes
foram aplicados no Laboratoério de testes do Departamento de Engenharia Civil da UFRN.

» (O corpo de prova padrao brasileiro, normatizado pela ABNT, € o cilindrico, com 15 cm
de diametro, 30 cm de altura e o tempo de referéncia € 28 dias).

» Foi registrada a resisténcia a compresséao simples (fc), para cada corpo de prova com o
intuito de calcular a resisténcia caracteristica do concreto a compressao (fck).

« Um concreto classe C30, por exemplo, corresponde a um concreto com fck = 30 Mpa
(Mpa = 106Pa).



INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Continuacao do exemplo: Dados dos 13 corpos de prova em Mpa

31.04 31.11 39.56 2483 36.97 34.86 29.44
39.15 2782 3496 35.19 39.68 34.27

A empresa afirma que o processo tem desvio padrao conhecido ¢ = 5MPa. Desta forma,

deseja-se construir um intervalo de confianca 95% para a resisténcia a compressao media.

=

=33.76
§ =4.665



INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA

Resolvendo o Exemplo:

N
Conhecemos a estatistica: =—
/n
G - G _
P(— Zy /o N >u—X=—-z, W] =(l-a)

= . e) = . e)
X—-196— ; X+1.96—|.
{ )\/E + )\/;}
Logo, [31,04; 36,48] € um I.C. 95% para a media .

Podemos dizer que aproximadamente 95% das médias u
das amostras de tamanho 13 se encontram entre [31,04; 36,48].



INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Como a proporcao p é de fato a média amostral de uma a.a. cuja v.a. tem distribuicao de
Bernoulli(p), para se construir intervalos de confianca para p devemos seguir 0S mesmos

procedimentos anteriores.

p(1-p)

Considerando que o estimador da proporcdo P tem valor esperado p e varidncia —

com

distribuicéo

P=P _ _ N(0:1),
\/p(l—p)
14

Portanto, um intervalo de confianca (1 — «)100% para p, € dado por

- pd-p) . . _  |pd-p)
|:p + Zy 2\/ - P~ 24 2\/ n }




INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Exemplo: Testes de compressao em amostras de concreto, a empresa afirma que 90% da
producao atende ao valor do fck = 30 Mpa. Desta forma, construir um I.C. de 95% para a

proporcao de corpos de prova com fc abaixa de fck.

31.04 31.11 39.56 |24.83] 36.97 34.86 |29.44
39.15 [27.82] 34.96 35.19 39.68 34.27

Dos 13 corpos de prova os valores 24.83, 29.44 e 27.82 sdo 0s menores do que o fck de

30Mpa. Entao p = 133 = 0,231.



INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Resolucdo do Exemplo: considerando p = 0.10 s&o os 10% que nao atendem aos valores

segunda a empresa.

p—zaz\/p(l P) _031— 196\/01013090 ~0.0679
4

=0.3941

ﬁ+za2\/p(l P) _0231+1.96

\/0 10-0.90
4

Ou seja: P(0.0679 < p < 0.3941) = 0.95

Portanto, [0.0679; 0,3941] € um I.C. 95% para a media p.

Podemos dizer que aproximadamente 95% das proporcfes p das amostras de tamanho 13
se encontram entre [0.0679; 0,3941].



INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Em geral ndo temos conhecimento sobre p, assim podemos construir intervalos de

confianca para a proporcao substituindo p e (1 — p) por p e (1 — p), respectivamente. Neste

caso um intervalo de confianca (1 — «)100% para p, é dado por

. p(1—p . D (1—p
|:p+za2\/p( p) ! p_Za2\/p( p) }
Outra possibilidade é hn n e construir um |[.C.
conservador para p assumindo p = 1/,. Assim, PU=P) 41n com |.C. conservador para p

0,3

0351 SN
|: z z 021 // | \
~ /2 ' ~ o/ 2 C04sf i
p + p - o1} |

I

|
0,05 -/ ! \
0 / 1 L L I ] L)
0 010203040506070809 1

P

p(1-p)




INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo:

e considerando p = 0.231

ﬁ+za2\/p(l P) _o93)— 196\/0231130769 —0.0019

p—zaz\/p(l 2, _0231+196\/0231130 769 _ 1 4601
n

Ou seja: P(0.0019 < p <0.4601) = 0.95

Portanto, [0.0019; 0,4601] é um I.C. 95% para a média p.



INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo:

. 1
e considerando p = >

Zy /o 1.96

peZe2 023122 = 00408 (<011
P 4n A2 ( )
z - 1.96
h——92 _()23]+—==05028
P \4n NRY

Portanto, [-0.0408; 0,5028] € um I.C. 95% para a media p.



INTERVALO DE CONFIANCA PARA PROPORCAO

Resolucao do Exemplo:

* |C 95% considerando p = 0,10: [0.0679; 0,3941]
* |C 95% considerando p: [0.0019; 0,4601]

* |C 95% considerando p = 1/2: [-0.0408; 0,5028]
$

[0: 0,5028]



TAMANHO DE UMA AMOSTRA

Chamamos de erro amostral (da média ou da proporcao) e designamos por
e a v.a. que mede a diferenca entre a estatistica e o parametro. Assim,

e=X—pu ou e=p-—p.

ewN(O.ﬁ—z) ou ewN(O.M).

Tendo-se

n n

Suponhamos que pretendemos determinar o valor de n que satisfaz
P(IX —pl) <2) =1

com 0 <~ < 1 e = é o erro amostral (observado) maximo que podemos
suportar. Definindo v = P(—z, < Z < z,), com z, = Y= obtemos

a

02 Z,‘g

n=——

No caso de proporgoes,

p(1 —p) 22

n =



TAMANHO DE UMA AMOSTRA

Observando o grafico da fungcéo p(1 — p), para0 < p < 1

03
0,26
02
' 015

01F /
/

005/ \
0 / 1 1 1 1 1 L \

0 0M0203040506070809 1
p

P(1-p)

Vemos gue:

@ a funcao p(1 — p) € uma parabola simétrica em torno de p = 0, 5;
@ a fungao atinge o seu maximo (0,25) quando p = 0. 5.

Deste modo, na pratica, se nada sabemos sobre o valor de p, substituimos
p(1 — p) por 0,25 obtendo-se

n=0.25 (Z‘f)z.

[

que pode fornecer um valor de n maior do que o necessario.



RESUMO DA AULA

Estudo da distribuicao amostral da média e da proporcao;

Construcao de intervalo de confianca para média;

Construcao de intervalo de confianca para proporcao;

Resolucao de exercicios sobre o assunto abordado.



PROXIMAS AULAS
Intervalo de confianca para a media com variancia desconhecida;

Intervalo de conflanca para a diferenca entre as medias de duas

populacoes independentes;
Intervalo de confianca para a diferénca entre proporcoes;

Intervalo de confianca para a variancia.
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