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DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL E

ESTIMAÇÃO INTERVALAR



• Distribuição amostral da média;

• Distribuição amostral da proporção;

• Estimação intervalar da média;

• Estimação intervalar da proporção.
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• Conceitos de estatística descritiva e exploratória de

dados;

• Natureza das variáveis;

• Processos de amostragem;

• Probabilidade e variáveis aleatórias;

• Alguns modelos probabilísticos;

• Estimação pontual e propriedades dos estimadores.

REVISÃO



• Análise 
Exploratória

• Estimativas
- Pontuais
- Intervalares

• Testes de 
hipóteses

POPULAÇÃO E AMOSTRA



Cada v.a. está associada a uma distribuição de probabilidade com vetor de

parâmetros 𝜃 desconhecido.

Por exemplo:

X ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆), 𝜃 = 𝜆

X ∼ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎2), 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)

X ∼ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎2), 𝜃 = 𝜇 com 𝜎2 conhecido

X ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖(𝑝), 𝜃 = 𝑝

POPULAÇÃO E AMOSTRA



Parâmetros: São as quantidades da população, em geral desconhecidas, sobre as quais

temos interesse.

Estatísticas: É uma característica da amostra X1, … , Xn de uma variável aleatória X. Ou

seja, uma estatística T é uma função de X1, … , Xn, T(X1, … , Xn) e portanto é uma variável

aleatória.

Parâmetro
(População)

Estatísticas
(Amostras)

𝛍 ഥ𝐗

𝛔𝟐 𝐒𝟐

𝐩 ෡𝐏

Média

Variância

Proporção

ത𝐱

𝐬𝟐

ෝ𝐩

Valores 
Observados
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Distribuição Normal: Seja X1, … , Xn uma amostra de uma variável aleatória 𝑋 com

distribuição normal com média μ é variância σ2. A função densidade de probabilidade de 𝑋

é dada por (para x, μ ∈ ℛ e σ2>0)

𝑓 𝑥 =
1

2πσ2
𝑒

−
1

2σ2
x−μ 2
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• Um estimador é uma função de variáveis aleatórias e portanto também é variável

aleatória com uma distribuição de probabilidade denominada Distribuição

Amostral.

• A distribuição das médias ou proporções amostrais representam a população de

todas as médias ou proporções oriundas de uma amostra de tamanho 𝑛 de uma

variável aleatória.

• A convergência em forma de distribuição e dos parâmetros dessa distribuição são

elucidadas pela Lei dos Grandes Números e pelo Teorema Limite Central.
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Considere uma população em que a variável X pode assumir um dos

valores do conjunto {1, 3, 5, 5, 7}. A distribuição de probabilidade de X é

Esperança e Variância:

EXEMPLO



𝑛 = 1, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 4,16

EXEMPLO



Continuação do exemplo: Selecionar todas as amostras

aleatórias simples de tamanho 2, 𝑛 = 2, selecionadas ao acaso

e com reposição da população 𝑋, e encontrar a distribuição do

estimador pontual ഥX, ou seja, encontrar a distribuição da média

amostral

em que

• X1 é o valor na primeira seleção.

• X2 é o valor na segunda seleção.
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EXEMPLO



Distribuição de ഥX para 𝒏 = 𝟐

Esperança e Variância de ഥX para 𝒏 = 𝟐

EXEMPLO



𝑛 = 2, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 2,08

EXEMPLO



𝑛 = 1, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 4,16 𝑛 = 2, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 2,08

EXEMPLO



Distribuição de ഥX para 𝒏 = 𝟑

Esperança e Variância de ഥX para 𝒏 = 𝟑

1,39

EXEMPLO



𝑛 = 3, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 1,39

EXEMPLO



𝑛 = 1, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 4,16 𝑛 = 2, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 2,08

𝑛 = 3, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 1,39

EXEMPLO



𝑛 = 1, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 4,16 𝑛 = 2, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 2,08

𝑛 = 3, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 1,39 𝑛 = 4, 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 1,04

EXEMPLO



Análise dos Histogramas

• Conforme o tamanho da amostra aumenta, 𝒏 → ∞, os valores de ത𝑋 tendem a

concentrar-se cada vez mais em torno de 𝔼 ഥ𝑿 = 𝟒, 𝟐.

• A variância diminui a medida que o tamanho da amostra aumenta.

• Para 𝒏 suficientemente grande, a forma da distribuição (histograma) aproxima-

se de uma distribuição simétrica (normal).

DISCUSSÃO DO EXEMPLO



Teorema

Sejam X1, … , Xn uma amostra aleatória, retiradas de uma população com média μ é

variância σ2 finita. Então, sendo ത𝑋 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 a média da amostra,

𝐸 ത𝑋 = 𝜇 e Var ത𝑋 =
𝜎2

𝑛

𝐸 ത𝑋 = 𝐸
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 e 𝑉𝑎𝑟 ത𝑋 = 𝑉𝑎𝑟

1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖
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Teorema

Sejam X1, … , Xn uma amostra aleatória de uma distribuição

normal com média μ é variância σ2. Então,

ത𝑋~ 𝑁(𝜇,
𝜎2

𝑛
).
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Teorema

Sejam X1, … , Xn uma amostra aleatória de uma distribuição

normal com média μ é variância σ2. Então,

ത𝑋~ 𝑁(𝜇,
𝜎2

𝑛
).

Usar esse resultado: 𝑀ഥ𝑋 (𝑡) = 𝑀𝑋 Τ𝑡 𝑛
𝑛
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O que ocorre para qualquer distribuição?

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL
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Normal
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Teorema Limite Central (TLC)

Para amostras aleatórias X1, … , Xn iid, retiradas de uma população com média μ é variância

σ2 finita, a distribuição amostral da média ത𝑋 aproxima-se, para 𝑛 grande (𝑛 → ∞), de uma

distribuição normal com média μ é variância Τσ2
𝑛,

• A variável aleatória e = ത𝑋 − μ é denominado erro amostral da média.

• O desvio padrão ൗ
𝜎

𝑛
é denominado erro padrão da média.

TEOREMA LIMITE CENTRAL



Exemplo: Sabe-se que o faturamento diário de um posto de gasolina segue uma

distribuição de média 20 mil e desvio padrão 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que num

período de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?
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Exemplo: Sabe-se que o faturamento diário de um posto de gasolina segue uma

distribuição de média 20 mil e desvio padrão 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que num

período de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?

• 𝑿 é o faturamento diário do posto de

gasolina.

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA



Exemplo: Sabe-se que o faturamento diário de um posto de gasolina segue uma

distribuição de média 20 mil e desvio padrão 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que

num período de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?

• 𝑿 é o faturamento diário do posto de

gasolina.

• 𝝁 = 𝔼 𝑿 = 𝟐𝟎 e σ = 𝕍 𝑿 = 𝟐.

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA



Exemplo: Sabe-se que o faturamento diário de um posto de gasolina segue uma

distribuição de média 20 mil e desvio padrão 2 mil reais. Qual é a probabilidade de que

num período de 60 dias, o faturamento total ultrapasse R$ 1.230.000,00?

• 𝑿 é o faturamento diário do posto de

gasolina.

• 𝝁 = 𝔼 𝑿 = 𝟐𝟎 e σ = 𝕍 𝑿 = 𝟐.

• 𝑷 𝑿𝟏 +⋯+ 𝑿𝟔𝟎 > 𝟏𝟐𝟑𝟎 ?.

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA



Resolução do Exemplo: Obtendo uma amostra de 60 valores de 𝑿, representada por

𝑿𝟏, … , 𝑿𝟔𝟎, com 𝑿𝒊 representando o faturamento do posto no dia 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝟔𝟎. Então

ℙ 𝑿𝟏 +⋯+ 𝑿𝟔𝟎 > 𝟏𝟐𝟑𝟎 = ℙ
𝑿𝟏 +⋯+ 𝑿𝟔𝟎

𝟔𝟎
>
𝟏𝟐𝟑𝟎

𝟔𝟎
=
𝟏

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA



Resolução do Exemplo: Obtendo uma amostra de 60 valores de 𝑿, representada por

𝑿𝟏, … , 𝑿𝟔𝟎, com 𝑿𝒊 representando o faturamento do posto no dia 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝟔𝟎. Então

ℙ 𝑿𝟏 +⋯+ 𝑿𝟔𝟎 > 𝟏𝟐𝟑𝟎 = ℙ
𝑿𝟏 +⋯+ 𝑿𝟔𝟎

𝟔𝟎
>
𝟏𝟐𝟑𝟎

𝟔𝟎
=

= ℙ ഥ𝑿 > 𝟐𝟎, 𝟓 ≈ ℙ 𝒁 >
𝟔𝟎 𝟐𝟎, 𝟓 − 𝟐𝟎

𝟐
= 𝟎, 𝟎𝟐𝟔𝟐

𝟏

𝟏

ത𝑋 − 𝜇

ൗ
𝜎

𝑛
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Distribuição amostral da proporção: Considere-se uma população em que a

distribuição de elementos portadores de determinada caraterística é 𝑝 e defina-se a v.a.

X = 1, se o elemento possui a característica ou X = 0, se o elemento não possui a

característica. Logo,

X~𝐵𝑒𝑟 𝑝 , 𝜇 = 𝔼 X = 𝑝 e 𝜎2 = 𝕍 X = p(1 − p).

Retirada uma amostra aleatória de tamanho 𝑛 de 𝑋, temos

• Y𝑛- é o total de elementos portadores da característica de interesse;

• ෠𝑃 =
Y𝑛

𝑛
- é a proporção amostral de elementos portadores dessa característica, com

Y𝑛~𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝).
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Retirada uma amostra aleatória de tamanho 𝑛 de 𝑋, temos

• Y𝑛- é o total de elementos portadores da característica de interesse;

• ෠𝑃 =
Y𝑛

𝑛
= ഥX - é a proporção amostral de elementos portadores dessa característica, com

Y𝑛~ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝)

Nas condições do TLC, para 𝑛 grande, podemos considerar a distribuição amostral de ෠𝑃

como aproximadamente normal,

෠𝑃 ~ 𝑁 𝑝,
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA PROPORÇÃO



Exemplo: Visitantes estrangeiros nos Estados Unidos são cuidadosamente

monitorados por organizações de segurança e pela indústria do turismo. Durante o

mês de março de 2008 foram monitorados 4,7 milhões de visitantes internacionais

nos EUA. Quarenta por cento de todos os visitantes da Europa Ocidental eram do

Reino Unido (RU). Suponha que sejam selecionados aleatoriamente 120 visitantes

do mês de março, vindos da Europa Ocidental, e que se determine o número dos

visitantes que vieram do RU.

i) Qual a distribuição da proporção amostral de visitantes do RU, ෠𝑃?

ii) Qual a probabilidade de que a proporção amostral seja maior do que 0,50?

iii) Qual a probabilidade de que a proporção amostral esteja entre 0,32 e 0,37?

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporção

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

i)

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporção

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

i)

ii)
𝟏

𝟏 𝟐

𝟐
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Resolução do Exemplo: A amostra selecionada foi de 120 turistas, n = 120. A proporção

de visitantes da Europa Ocidental, p = 0,40.

i)

ii)

iii)

𝟏

𝟏 𝟐

𝟐

𝟏

𝟏

𝟐

𝟐

DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA PROPORÇÃO



• No processo de “investigação” de um parâmetro 𝜃, necessitamos ir além da estimativa

pontual ෠𝜃. Questionamentos quando não se conhece 𝜃:

- Quão próximo estamos do valor real de 𝜃 quando obtemos sua estimativa? Depende da

precisão (ou variância) do estimador.

- Uma maneira de contornar tal questionamento consiste em se encontrar um intervalo

em torno de ෠𝜃 que tenha alta probabilidade de englobar 𝜃.

• O intervalo acima é construído com base na amostra dos dados, ou seja a partir dos dados e

da distribuição amostral associada a ෠𝜃.

ESTIMAÇÃO POR INTERVALO



Seja X1, … , Xn uma amostra de uma variável aleatória 𝑋 com média μ é variância 𝝈𝟐conhecida. Para

construir um intervalo de confiança para a média μ devemos considerar a distribuição da média

amostral de ഥX.

O intervalo de confiança 𝛾 = 1 − 𝛼 100% para 𝜇, temos que obter as constantes 𝑎 e 𝑏, tal que

𝑃 a ≤ 𝜇 ≤ 𝑏 = (1 − 𝛼). A probabilidade 1 − 𝛼 é chamada de nível de confiança do intervalo e 𝛼

de nível de significância.

Assim, considerando ∈ um erro amostral ou erro de estimação, um intervalo de confiança para 𝜇

tem a forma [ ത𝑋 −∈; ത𝑋 +∈]

𝑃 ത𝑋 − 𝜇 ≤ ϵ = (1 − 𝛼)

ϵ 𝑛

𝜎
= 𝑧(1−𝛼/2) ⇒ ϵ =

𝑧(1−𝛼/2)𝜎

𝑛

[ ത𝑋 −
𝑧(1−𝛼/2)𝜎

𝑛
; ത𝑋 +

𝑧(1−𝛼/2)𝜎

𝑛
]

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Então da distribuição de
ത𝑋−𝜇

ൗ𝜎 √𝑛

, temos

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Então da distribuição de
ത𝑋−𝜇

ൗ𝜎 √𝑛

, temos

Quantidade Pivotal
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Continuação: ϵ

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Portanto, um intervalo de confiança 1 − 𝛼 100% para 𝜇 com 𝜎2 conhecido, é dado por

Se 𝛼 = 0,05, Τ𝛼 2 = 0,025 e 𝑍0,025 = −1,96, logo um I.C. 95% para 𝜇, com 𝜎2 conhecido, é

dado por:

Interpretação:

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



𝜇 = 3 𝜎 = 2,5

𝑛 = 30, 𝑁𝑎 = 100

𝑁(3; 2,52)

Normal

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Exemplo: Testes de compressão foram aplicados em uma marca de cimento para avaliar

sua resistência em concretos em MPa. Foram produzidos 13 corpos de prova e os testes

foram aplicados no Laboratório de testes do Departamento de Engenharia Civil da UFRN.

• (O corpo de prova padrão brasileiro, normatizado pela ABNT, é o cilíndrico, com 15 cm

de diâmetro, 30 cm de altura e o tempo de referência é 28 dias).

• Foi registrada a resistência à compressão simples (fc), para cada corpo de prova com o

intuito de calcular a resistência característica do concreto à compressão (fck).

• Um concreto classe C30, por exemplo, corresponde a um concreto com fck = 30 Mpa

(Mpa = 106Pa).

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Continuação do exemplo: Dados dos 13 corpos de prova em Mpa

A empresa afirma que o processo tem desvio padrão conhecido 𝜎 = 5MPa. Desta forma,

deseja-se construir um intervalo de confiança 95% para a resistência à compressão média.

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Resolvendo o Exemplo:

Logo, [31,04; 36,48] é um I.C. 95% para a média 𝜇.

Podemos dizer que aproximadamente 95% das médias 𝜇

das amostras de tamanho 13 se encontram entre [31,04; 36,48].

Conhecemos a estatística:
ത𝑋−𝜇

ൗ𝜎 √𝑛

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA MÉDIA



Como a proporção 𝑝 é de fato a média amostral de uma a.a. cuja v.a. tem distribuição de

Bernoulli(𝑝), para se construir intervalos de confiança para 𝑝 devemos seguir os mesmos

procedimentos anteriores.

Considerando que o estimador da proporção ෠𝑃 tem valor esperado 𝑝 e variância
𝑝(1−𝑝)

𝑛
com

distribuição

Portanto, um intervalo de confiança 1 − 𝛼 100% para 𝑝, é dado por

.

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Exemplo: Testes de compressão em amostras de concreto, a empresa afirma que 90% da

produção atende ao valor do fck = 30 Mpa. Desta forma, construir um I.C. de 95% para a

proporção de corpos de prova com fc abaixa de fck.

Dos 13 corpos de prova os valores 24.83, 29.44 e 27.82 são os menores do que o fck de

30Mpa. Então Ƹ𝑝 =
3

13
= 0,231.

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo: considerando 𝑝 = 0.10 são os 10% que não atendem aos valores

segunda a empresa.

Ou seja: ℙ 0.0679 ≤ 𝑝 ≤ 0.3941 = 0.95

Portanto, [0.0679; 0,3941] é um I.C. 95% para a média 𝑝.

Podemos dizer que aproximadamente 95% das proporções 𝑝 das amostras de tamanho 13

se encontram entre [0.0679; 0,3941].

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Em geral não temos conhecimento sobre 𝑝, assim podemos construir intervalos de

confiança para a proporção substituindo 𝑝 e (1 − 𝑝) por Ƹ𝑝 e (1 − Ƹ𝑝), respectivamente. Neste

caso um intervalo de confiança 1 − 𝛼 100% para 𝑝, é dado por

Outra possibilidade é considerar o fato de que 𝑝(1 − 𝑝) ≤ Τ1 4 e construir um I.C.

conservador para 𝑝 assumindo 𝑝 = Τ1 2. Assim,
𝑝(1−𝑝)

𝑛
=

1

4𝑛
com I.C. conservador para 𝑝

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo:

• considerando Ƹ𝑝 = 0. 231

Ou seja: ℙ 0.0019 ≤ 𝑝 ≤ 0.4601 = 0.95

Portanto, [0.0019; 0,4601] é um I.C. 95% para a média 𝑝.

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo:

• considerando 𝑝 =
1

2

Portanto, [-0.0408; 0,5028] é um I.C. 95% para a média 𝑝.

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



Resolução do Exemplo:

• IC 95% considerando 𝑝 = 0,10: [0.0679; 0,3941]

• IC 95% considerando Ƹ𝑝: [0.0019; 0,4601]

• IC 95% considerando 𝑝 = 1/2: [-0.0408; 0,5028]

[0; 0,5028] 

INTERVALO DE CONFIANÇA PARA PROPORÇÃO



TAMANHO DE UMA AMOSTRA



TAMANHO DE UMA AMOSTRA



• Estudo da distribuição amostral da média e da proporção;

• Construção de intervalo de confiança para média;

• Construção de intervalo de confiança para proporção;

• Resolução de exercicíos sobre o assunto abordado.

RESUMO DA AULA



• Intervalo de confiança para a media com variância desconhecida;

• Intervalo de confiança para a diferença entre as medias de duas

populações independentes;

• Intervalo de confiança para a diferênça entre proporções;

• Intervalo de confiança para a variância.

PRÓXIMAS AULAS
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