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Na aula passada ...

Definicdo 1
Seja (X, T) um espaco topoldgico. Dizemos que B é uma sub-base para (X,T) se

{Bin---NBy:B1,...,B, € B,n €N} é uma base para X.

Proposi¢do 2 (Lema da sub-base de Alexander)

Sejam (X, T) espago topoldgico e B uma sub-base para X. Se toda cobertura para X feita

por elementos de B admite subcobertura finita, entdo X é compacto.
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Teorema de Tychonoff

Teorema 3 (de Tychonoff)

Seja ((Xa, Ta))aca familia de espacos compactos. Entdo [],ca Xa € compacto.

_Demonstragéo. Pelo Lema da Sub-base, basta mostrar que toda cobertura C para [[,c4 Xa

feita por abertos da forma 7, 1(V) onde V é aberto em X,, admite subcobertura finita.
Para cada a, seja

C={Vemn m(V)ecC}.
Vamos mostrar que existe & € A tal que C, é uma cobertura para X,.

Suponha que ndo. Entdo para cada o € A, existe x, € X, tal que xo & Uy cc, V. Note que

(Xa)aea & Ucee €. contradicdo.

Seja 3 € A tal que Cg é cobertura para X3. Como Xj é compacto, existem Vi,...,V, € C3
tais que Xz = U/, Vi.

Note que [[,ca Xo = Uiy 7751 (V;). Como cada 7r[;1 (V;) € C, obtemos o resultado.
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Teorema de Tychonoff

Proposicao 4

Seja (X, 7) um espaco compacto de Hausdorff. Seja, também, o 2 T uma topologia sobre

X. Entdo, (X,0) ndo é compacto.

Demonstragdo. Seja A € o\7. Entdo, X\ A n3o é fechado em (X, 7). Logo, X\A nao é
compacto em (X, 7). Seja C cobertura aberta (em7) para X\ A que n3o admite
subcobertura finita.

Entdo, C U {A} é uma cobertura (emo ) sem subcobertura finita. Logo, (X, o) ndo é

compacto.
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Teorema de Tychonoff

Caracterizagdo da Topologia produto - via compactos

Teorema 5
A topologia produto € a tnica que faz com que as projecbes sejam continuas e o produto de

compactos de Hausdorff seja compacto.

Demonstracdo. Lembrar da Proposicdo 22 da Aula 11 - produto de Hausdorff é Hausdorff;

Lembrar do Teorema de Tychonoff - produto de compactos é compacto.

Seja 7 a topologia produto € o uma topologia satisfazendo o enunciado. Pela definicdo de T,
se o é tal que as projecdes sdo continuas, entdo 7 C o. Por outro lado, se 7 C o, pelo

resultado anterior, o produto ndo é compacto. Logo, 7 =o.
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Teorema de Tychonoff

Também conseguimos uma caracterizacdo para os espacos completamente regulares.
Proposicao 6

Seja (X, T) um espaco topoldgico. Entio (X, T) é completamente regular se, e somente se,

existe (Y, o) compacto de Hausdorff tal que X C Y.

Demonstragdo. Se existe tal Y, entdo Y é normal (Proposicdo 14 da Aula 15) e, portanto,

X é completamente regular (subespago de Normal é Normal + Lema de Urysohn).

Por outro lado, se X é completamente regular, temos que X é homeomorfo a um subespaco

de [[,cal0,1] (Corolario 13 da Aula 12) que é compacto.
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Exercicios - Teorema de Tychonoff

1. Mostre a volta do Teorema de Tychonoff: Se [],x. Xo 7# 0 é compacto, entdo cada X, é

compacto.
2. Seja ((Xa»Ta))qea uma familia de espagos topolégicos. Chamamos de topologia da caixa a
topologia gerada pelos conjuntos da forma [, 4 Vi onde cada V,, é aberto em X,,.

(a) Mostre que a topologia da caixa contém a topologia produto.

(b) Considere {0,1} com a topologia discreta. Note que ], ;{0,1} é compacto com a topologia
produto. Mostre que [], {0, 1} é discreto (e infinito) com a topologia da caixa (e, portanto,
ndo é compacto).

3. Considere Rg a reta de Sorgenfrey.

(a) Note que Rs x Rs é completamente regular mas ndo é normal.

b

(c) Conclua que nem todo subespaco de espaco normal é normal.
(d) Generalize o resultado anterior: Todo espa¢o completamente regular que ndo é normal gera um

Mostre que existe K compacto de Hausdorff tal que Rs x Rs C K.

exemplo de espago normal com um subespago n3o normal.
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Exercicios - Teorema de Tychonoff

Serd apresentada a seguir uma demonstracdo alternativa para o Teorema de Tychonoff. O
roteiro dela é o seguinte: caracterizamos a compacidade em termos de ultrafiltros e depois
provamos a caracterizacao no produto, usando que ela vale em cada coordenada.
Definicdo 7
Seja X um conjunto. Dizemos que F C p(X) é um filtro sobre X se

(a) 0 ¢ F (condicdo de ndo trivialidade);

(b) sea,b€ F, entioanbeF;

(c) seac FebDa, entiobeF.
Dizemos que F é um ultrafiltro se F é maximal (i.e., se G O F é um filtro, entdo G = F).

4. Sejam (X, T) um espaco topoldgico e x € X. Mostre que F = {A C X : A é vizinhanga de
x} é um filtro sobre x.

5. Seja X um conjunto e x € X. Mostre que F = {A C X : x € A} é um ultrafiltro.
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Exercicios - Teorema de Tychonoff

6. Sejam X # (0 e F C p(X) com a propriedade da intersec¢do finita. Mostre que

F’:{ACX:HBl,...,B,,eF,ﬂB;CA}
i=1

é um filtro sobre X (o chamamos de filtro gerado por F ).

7. Seja F um ultrafiltro e seja Y ¢ F. Mostre que existe A € F tal que ANY = (.

8. Sejam X um conjunto n3o vazio e F um filtro sobre X. Mostre que s3o equivalentes:
(i) F é ultrafiltro;
(ii) paratodo Y C X, temos que Y € F ou X\Y € F.

9. Seja (X, 1) infinito. Considere F = {F C X : X\F é finito }
(a) Mostre que F satisfaz a p.i.f.

(b) Mostre que qualquer G C F ultrafiltro ndo é da forma {A C X : x € A} para algum x € X.
Note que, de fato, existe algum G D F ultrafiltro.
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Exercicios - Teorema de Tychonoff

10. Sejam X um conjunto ndo vazio e F uma cadeia de subconjuntos de X, cada um deles com
a propriedade da interseccdo finita. Entdo, |Jr.» F tem a propriedade da interseccdo finita.

( F € uma cadeia se para todo A,B € F temos AC Bou BC A.)

11. Sejam X um conjunto nao vazio e F um filtro sobre X. Entdo, existe G D F que € ultrafiltro
sobre X.

Definicao 8
Sejam (X, T) um espaco topoldgico e F um filtro sobre X. Dizemos que x € X é um ponto
aderente a F se, para todo A € F, temos x € A

Dizemos que F converge para X se, para toda vizinhanca de x, temos que V € F. (Notagc3o:

F — x.
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Exercicios - Teorema de Tychonoff

12.

13.

14.

15.

Mostre que se (X, 7) é de Hausdorff, entdo cada ultrafiltro sobre X converge para, no
maximo, um ponto.
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Mostre que s3o equivalentes:
(i) (X,T) é compacto;
(ii) Todo filtro sobre X tem ponto aderente;

(iii) Todo ultrafiltro sobre X converge.

Seja F um ultrafiltro sobre [] c4 Xa.

(a) Mostre que, se F € F, entdo m, ! [r,[F]] € F para todo a € A.

(b) Mostre que, para todo o € A, {m[F] : F € F} é ultrafiltro sobre X,,.

(Teorema de Tychonoff). Seja (Xa, Ta),ea uma familia de espacos topoldgicos compactos.
Entdo, X =[] X, é compacto.
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Algumas caracterizagdes de compactos

Vamos gora trabalhar com um conceito que é usado muitas vezes com a compacidade.
Definicao 9

Seja (X, T) um espaco topoldgico. Dizemos que x € X é um ponto de acumulagdo de
A C X se x € A\{x}.

Note que se x é ponto de acumulacdo de A, entdo x € A. Mas n3o necessariamente vale a

volta (ver exercicio).

Proposicao 10
Seja (X, T) espago T1. Entdo x € X é ponto de acumulagdo de A C X se, e somente se,

para todo V aberto tal que x € V temos que V N A € infinito.

Demonstragdo. (=) Seja V aberto tal que x € V. Suponha V N A finito. Ent3o

V' = V\(A\{x}) é um aberto (usamos aqui T7) tal que x € V' e V' N A C {x} e, portanto,
x ndo é ponto de acumulacg3o.

(«<)Por outro lado, se para todo V aberto tal que x € V temos que V N A é infinito, entdo
V N (A\{x}) # 0 e, portanto, x é ponto de acumulagdo de A.
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Algumas caracterizagdes de compactos

A compacidade implica na existéncia de pontos de acumulagcdo para conjuntos infinitos.

Proposicao 11

Seja (X, T) compacto. Entdo todo suconjunto infinito admite ponto de acumulagdo.

Demonstragao. Seja A C X um conjunto Infinito. Suponha que todo x € X nao € ponto de
acumulagdo de A. Assim, para todo x € X, existe V aberto tal que x € Ve V., N A C {x}.
Note que isso dd4 uma cobertura aberta para X e, portanto, tem subcobertura finita. Assim,
existem x1,...,x, € X tais que X C |/ V. Em particular, A C [Ji_; Vi. Mas note que

isso implica que A C {x1, ..., Xn}, contradigdo com a infinitude de A.
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