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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Definicdo 1
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que A é uma cobertura (ou recobrimento) de X
se [Jaca A = X. Neste caso, chamamos A de cobertura aberta se os elementos de A sdo

abertos.

Definicao 2
Dizemos que o espago topoldgico (X, T) é um espago compacto se para toda cobertura
aberta A de X existe uma subcobertura A" (i.e., A C A eJsen A= X ) finita.

ICMC - USP Topologia



Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Exemplo 3

Qualquer espaco finito é compacto.

Vamos apresentar agora um conceito que vai nos ajudar a mostrar que certos espacos sao

compactos.

Definicdo 4
Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que B é uma sub-base para (X, T) se
{Bin---NBy:B1,...,B, € B,n € N} é uma base para X.
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Um pouco sobre teoria de conjuntos

Relagcao de ordem
Seja X um conjunto n3o-vazio. Uma relagcdo de ordem parcial em X é uma relagdo < com as
seguintes propriedades:
(Reflexiva) x < x para todo x € X
(Transitiva) Se x <y ey <z entdo x < z
(Antissimétrica) Sex <y ey < x, entdo x =y
Se além disso

(Total) x <y ou y < x para quaisquer x,y € X

entdo < é dita uma relacdo de ordem total e X é dito totalmente ordenado.
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Um pouco sobre teoria de conjuntos

Defini¢ao 5

» Se X é parcialmente ordenado por <, um elemento x € X é dito maximal (minimal) se, e s6
se, x <y (y < x)implicax=y.

> Se A C X, entdo um elemento x € X € dito limitante superior (inferior) para A se, e sé se,

a<x (x<a)para todo a € A.

Lema de Zorn
Se X é um conjunto parcialmente ordenado e todo subconjunto totalmente ordenado de X

tem um limitante superior, entdo X tem um elemento maximal.

O préximo resultado € (til para mostrar que certos espacos sdo compactos e serd bastante

atil na prova do Teorema de Tychonoff (produtos de compacto é compacto).
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Proposi¢do 6 (Lema da sub-base de Alexander)

Sejam (X, T) espago topoldgico e B uma sub-base para X. Se toda cobertura para X feita

por elementos de B admite subcobertura finita, entdo X é compacto.

Demonstragdo. Suponha que X n3o seja compacto.

Considere C a familia de todas as coberturas abertas para X que n3o possuam subcobertura

finita e, sobre C, a relacdo de ordem dada pela inclusdo
G <G se"Ae (G implica Ae .

Note que, se S C C é um subconjunto totalmente ordenado, entdo | Jgcs S € C (ver

exercicio) é um limitante superior para S.
Desta forma, pelo Lema de Zorn, podemos tomar C € C elemento maximal.

Por hipétese, temos que C N B ndo é uma cobertura (pois C ndo admite subcobertura finita).
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Entdo existe x € X tal que x ¢ B para todo B € CNB.
Mas, como C é cobertura, existe A € C tal que x € A.

Como B é sub-base, existem By, ..., B, € B tais que
xebBin---NB, CA

Como x n3o é coberto por C N B, temos que cada B; ¢ C N B. Ou seja, cada B; ¢ C.

Pela maximalidade de C, temos que, para cada i =1,...,n, C U{B;} admite subcobertura

finita, digamos {B;} U C;, onde C; C C é finito.

Vamos mostrar que {A} U C; U---U C, é uma cobertura para X (o que é uma contradigdo,

ja que tal familia seria uma subcobertura finita de C ).

De fato, seja y € X. Se y € A, nada temos que mostrar. Mas, se y ¢ A, entdo existe j tal
que y ¢ B; (pois ();_; Bi C A). Como {B;j} U C; é cobertura, algum aberto de C; contém y.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Com o Lema da sub-base, podemos provar de maneira facil o seguinte resultado.

Proposicao 7
O intervalo [0,1] com a topologia usual € compacto.

Demonstragdo. Note que B = {[0,b): b€ (0,1]} U{(a,1] : a € [0,1)} é uma sub-base para
[0,1]. Seja C C B uma cobertura para [0, 1]. Seja

B =sup{b€0,1]: [0,b) € C}.
Note que o préprio /3 ndo é coberto por algum conjunto da forma [0, b) € C.
Assim, existe a tal que (a,1] € C e 8 € (a,1].
Seja b tal que a < b < f3 e tal que [0, b) € C (existe por 3 ser supremo).

Note que [0, b) U (a,1] = [0, 1].
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Ao contrdrio do intervalo [0, 1] ser compacto, a reta toda n3o é.

Exemplo 8

Com a topologia usual, R ndo é compacto.

Para ver isso basta tomar a cobertura {(—n, n) : n € N}.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Como verificar a compacidade pela definicdo muitas vezes é trabalhoso, o seguinte resultado

é bem pratico.

Proposicao 9
Seja (X, T) espaco compacto e seja F C X fechado. Entdo F é compacto.

Demonstracdo. Seja A uma cobertura aberta para F e, para cada A € A, seja A* aberto em
X tal que A*NF = A. Seja A* = {A*: A< A}. Note que A* U {X\F} é uma cobertura
aberta para X. Como X é compacto, tal cobertura admite subcobertura finita 5. Note,
entdo que

A={BNnF:BeB\{X\F}}c A

é uma subcobertura finita de F.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Vamos provar que se um espaco é de Hausdorff, entdo ele separa pontos de compactos (isto

serd melhorado - separar compactos).

Proposi¢ao 10

Seja (X, 7) um espaco de Hausdorff. Sejam x € X e K C X compacto tal que x ¢ K. Entio
existem A e B abertos tais que x € A, KC Be AN B = (.

Demonstragdo. Para cada y € K, sejam A, e B, abertos taisque x € A,, y € B, e

A, N B, = 0. Como K é compacto, existem y1,...,y, € K tais que |J]_; By, O K. Agora,

sejam
n n

A=A, e B=[]JB,.

i=1 i=1
Note que ambos sdo abertos, x € Ae F C B.

Vamos mostrar que AN B = ().

Suponha, por contradi¢cdo, que z € AN B. Seja i tal que z € B,,. Note que, assim, z € A,

que é contradigdo com o fato que A, N By, = .
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Em espagos de Hausdorff, os compactos sao fechados.

Proposicao 11

Sejam (X, 1) espago de Hausdorff e F C X compacto. Entdo F € fechado.

Demonstragdo. Pelo resultado anterior, temos em particular que se x ¢ F, existe A aberto tal

que x € AC X\F.

Corolario 12
Sejam (X, 7) um espaco compacto de Hausdorff e F C X um conjunto. Entdo, F €é fechado

se, e somente se, F é compacto.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Em espacos de Hausdorff compactos disjuntos podem ser separados por abertos.

Proposicdo 13
Seja (X, T) espago Hausdorff. Sejam F,G C X compactos disjuntos. Entdo existem A, B
abertos disjuntos tais que F C Ae G C B

Demonstracdo. Sejam F, G C X compactos disjuntos. Pela Proposi¢cdo 10, para cada y € G,
existem Ay, B, abertos tais que A, D F,y € B, e A,N B, = (. Como G é compacto,
existem y1,y2,...,yn € G tais que Ji_; By, D G. Sejam

Note que A e B s3o abertos, FC A,GC Be ANB=10.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Com isso, temos que em espacos compactos, basta a propriedade de Hausdorff para termos a
normalidade.
Lembrar: Normal = T1 + T4 e To = T1

Proposicao 14
Todo espaco compacto de Hausdorff é normal.

Demonstracdo. Basta notar que fechados sdo compactos e aplicar a Proposicao 13.
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Outro resultado importante sobre a compacidade é que ela é preservada pela continuidade.
Proposicao 15

Sejam (X, 7),(Y,0) espacos topoldgicos onde X é compacto e f : X — Y uma fungcdo
continua e sobrejetora. Entdo Y é compacto.

Demonstragdo. Seja A uma cobertura aberta para Y. Note que B = {f }(A): Ac A} ¢é
uma cobertura aberta para X. Ent3o, existe B’ subcobertura finita. Assim, se para cada
B € B’ tomamos Ag € A tal que B = f~1(Ag), temos que {Ag € A: B € B'} é uma

subcobertura finita para Y. De fato:

y=fx)=f(JB) = f(B)= | 45.

BeB’ BeB’ BeB’
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Compactos - Definicdo e propriedades basicas

Corolario 16

Sejam (X, 1) e (Y, 0) espacos topoldgicos, sendo Y espaco de Hausdorff, e seja f : X — Y
uma fungdo continua. Se F C X é compacto, entdo f(F) é compacto e, portanto, fechado.
Demonstragdo. A compacidade segue da Proposi¢cdo anterior (ndo precisa da hipdtese Y ser

Hausdorff) e o fato de ser fechado da Proposi¢cdo 11.

Corolario 17
Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos de Hausdorff, sendo X compacto, e seja f : X — Y uma

fungdo continua e bijetora. Entdo, f € um homeomorfismo.

Demonstracdo. Basta usar o resultado que se imagem inversa de fechado é fechado, entdo a

funcdo é continua.
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Compactos - versao local

Definicdo 18
Dizemos que o espago topoldgico (X, T) é localmente compacto se todo x € X admite um

sistema fundamental de vizinhangas compactas.

Para espacos de Hausdorff, a propriedade global implica na local.

Lembrar: Regular = T1 + T3
Proposicao 19
Se (X, T) é um espaco compacto de Hausdorff, entdo X €é localmente compacto.

Demonstragdo. Note que X é regular (pois é normal pela Proposi¢do 14). Portanto, todo
x € X admite um sistema fundamental de vizinhangas fechadas (equivaléncia de T3,

Corolario 18 da Aula 4), logo, compactas (Proposi¢do 9 de hoje).
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Compactos - versao local

Ja a propriedade local ndo implica na global.

Exemplo 20

Com a topologia usual, R é localmente compacto, pois cada [a, b] é compacto.

Vimos que, para espacos de Hausdorff, a compacidade implica na normalidade. Para espacos

localmente compactos, conseguimos garantir a propriedade de ser completamente regular.

Lembrar: Dizemos que (X, 1) é T3% se, para todo x € X e F C X fechado tal que x ¢ F
existir f : X — [0, 1] continua, tal que f(x) =0 e f(y) =1, para todo y € F. No caso que

(X, 7) também é Ty, dizemos que (X, 7) é um espago completamente regular.
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Compactos - versao local

Proposicao 21

Seja (X, 7) um espago localmente compacto de Hausdorff. Entdo (X, T) é completamente
regular.

Demonstragdo. Sejam x € X e F C X fechado tais que x ¢ F. Entdo x € X\ F, que é
aberto. Logo, existe V vizinhangca compacta de x, tal que V C X\ F (usando compacidade

local).

Seja A aberto tal que x € A C V. Note que V\A é fechado (em V). Como V é compacto e
Hausdorff, V' é completamente regular (ele é normal pela Proposicdo 14, todo normal é
completamente regular por Urysohn). Ent3o existe g : V — [0, 1] continua tal que g(x) =0
e g(V\A) = {1}. Defina f : X — [0, 1] como

f(a):{ g(la)’ Z; g

Note que f é a fungdo desejada (exercicio a seguir).
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Compactos - Exercicios

1. Mostre que se S é uma cadeia de coberturas para um espaco, cada uma delas sem

subcobertura finita, entdo USesS também é uma cobertura sem subcobertura finita.

2. Mostre, sem usar o Lema da Sub-base, que a seguinte afirmagdo é equivalente a ser
compacto: “toda cobertura formada por abertos bdsicos admite subcobertura finita”.

3. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Seja B uma base para (X, 7). Mostre que B é um
recobrimento aberto para (X, 7).

4. Mostre que a reta de Sorgenfrey nio é compacta.

5. Caracterize os compactos discretos.

6. Dizemos que uma familia de subconjuntos F satisfaz a propriedade da interseccado finita
(p.i.f.) se, para todo F C F finito, temos que (\gcr G # (). Seja (X, 7) espago topoldgico.
Mostre que “X ser compacto” é equivalente a “toda F familia de fechados de X com p.i.f.,
é tal que Nger G #0".

7. Mostre que a funcdo f da Proposicdo 21 é a funcdo desejada.

8. Mostre que compacidade é um invariante topoldgico (isto é, é preservada via

homeomorfismos).
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Compactos - Exercicios

0.

Sejam a, b € R. Mostre que [a, b|] é compacto (na topologia usual).

10.

Seja (X, 7) espago de Hausdorff. Mostre que (X, 7) é localmente compacto se, e somente se,

para todo x € X existe V/ aberto tal que x € V e V é compacto.

11.

12,

Este é um roteiro para mostrar diretamente que [0,1] é compacto (sem usar o Lema da

sub-base). Considere A uma cobertura feita por abertos basicos. Considere

C= {X €[0,1] : 34’ C A finito, com U AD [O,x]}

Ae A’

(a) Mostre que existe o = sup C.
(b) Mostre que o = 1.
(c) Encontre a subcobertura finita.

Mostre que [0, 1] ndo é homeomorfo a R.

13.

Seja (X, d) espago métrico. Mostre que se F C X é compacto, entdo F é fechado e limitado

(um conjunto A é dito limitado se existe r € Ry tal que A C B,(x) para algum x € X).

14.

Seja (X, 7) Hausdorff. Mostre que X é localmente compacto se, e somente se, para cada
x € X existe V sistema fundamental de vizinhancas para x tal que V é compacto para cada

Ve
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Compactos - Exercicios

15. Seja (X, 7) de Hausdorff. Mostre que X é localmente compacto se, para todo x € X existe

K vizinhanca compacta de x.

16. Mostre que a reta de Sorgenfrey ndo é localmente compacta.

17. Seja (X, 7) espago de Hausdorff. Dizemos que (Y, o) espago de Hausdorff é uma
compactificagdo de X se X é um subsespaco denso de Y e (Y, o) é compacto. Dizemos que
uma compactificagdo (Y, o) é uma compactificagdo de Alexandroff se Y = X U {x} onde
x ¢ X.

(a) Seja (X, ) espago topoldgico de Hausdorff que admite uma compactificagdo. Mostre que (X, 7)
é completamente regular.

(b) Considere (X, ) espago localmente compacto. Defina Y = X U {x} onde x ¢ X. Defina o
topologia sobre Y de forma que 7 C ¢ e todo {x} U (X\K) € o onde K C X é compacto.
Mostre que (Y, o) é uma compactificacdo de Alexandroff de X.

(c) Seja (X, 7) espago de Hausdorff e suponha que exista (Y, o) compactificagdo de Alexandroff
para X. Mostre que (X, 7) é localmente compacto.

(d) Conclua que um espago de Hausdorff é localmente compacto se, e somente se, admite uma

compactificagdo de Alexandroff.
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Compactos - Exercicios

18. Considere F o conjunto de todas as fungdes f : R — R (ndo necessariamente continuas.

Considere sobre F a topologia produto (induzida por [[,cg R ). Chama-se de suporte de

uma fungdo f o conjunto {x € R: f(x) # 0}. Mostre que o conjunto das fun¢des continuas

de suporte compacto é denso em F.

19. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos, e f : (X, dx) — (Y, dy) localmente Lipschitziana
(i.e., para cada x € X, existem r, > 0 e C > 0 tais que dy(f(a), f(b)) < Cidx(a, b) para
quaisquer a, b € B(x, ry)). Dado K C X compacto, mostre que existe § > 0 tal que f |, é
Lipschitziana. Aqui

Ks ={x € X 1 dx(x,K) < d}.
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