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Lista 01

1. Calcule a média e a variancia das variaveis aleatérias abaixo.
a Poisson, p, =e *\"/nl, n=0,1,2,---
b geométrica, p, =p¢* L, qg=1—p,n=1,2,---
¢ uniforme, p(z) =1/(b—a), a <z <b
d gama, p(z) = WaP~te ™ /I'(p), x > 0, D(p) = [;° 2P le*dz
2. Verifique a validade das relagoes fundamentais abaixo. Em todos os casos, ¢ é uma

constante real, X uma varidvel aleatéria qualquer, (-) indica a média e var(-) indica a
variancia.

a | (cX) =c¢(X)

b (X +c¢)=(X)+c

¢ [var(X) = (X?) — (X)?| (a partir da definicio da varidncia como segundo momento

central)

d |var(cX) = c*var(X)

e |var(X + ¢) = var(X) ‘

3. A relacao entre as leituras C' e F' de uma mesma temperatura nas escalas Celsius e
Fahrenheit, respectivamente, é

¢ F-32
) 9

Porém, a temperatura prevista para uma cidade ou regiao em certo horario nunca deveria
ser um numero preciso, pois ha heterogeneidades na estrutura espacial de qualquer local.
Vamos tratar uma previsao de temperatura como uma v.a. de média p e desvio padrao
o, e definir “faixa de temperatura esperada” (FTE) como o intervalo (¢ — o, u+ o). Qual
¢ a FTE em °F correspondente a FTE (29°C, 31°C)?



4. Verifique a validade das relagoes fundamentais abaixo.

a Mostre que |cov(X,Y) = (X.Y) — (X).(Y)| e que cov(X,Y) =0se X e Y forem inde-
pendentes.

b |var(X +Y) = var(X) + var(Y) 4+ 2 cov(X, Y)

5. A funcgao geradora de uma variavel aleatoria discreta X é uma funcao descritiva
de uma v.a.. Trata-se de uma transformada da distribuicao de probabilidade associada
{pn}, e é definida como

gx(2) = Z P2

neSx

onde p, = P(X =n) e Sx ¢é o espago de realizagoes de X. Obtenha as fungoes geradoras
das v.a.’s abaixo.

a Bernoulli, po=1—p, p1 =p

b binomial, p,, = (N)p"(l —p)N " n=0---,N

n

6. Uma v.a. binomial de parametros N e p é a soma de N v.a.’s de Bernoulli inde-
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) entre si, todas com parametro p (chance
de sucesso). Informalmente, “o ntimero total de sucessos em N tentativas é a soma de
contribuic¢oes em cada tentativa isolada”. Obtenha a média e a variancia de uma binomial
a partir das grandezas analogas em uma v.a. Bernoulli.

7. Um passeio ou caminhada aleatdria unidimensional (1D random walk) é um impor-
tantissimo modelo em fisica estatistica. Um andarilho desloca-se em uma grade regular
unidimensional, sempre com sucessivos passos de tamanho unitario, um de cada vez. Cada
passo é dado para a direita com probabilidade p, ou para a esquerda, com probabilidade
1 —p, independentemente dos passos ja dados anteriormente. A posicao final Sy apds um
nimero N total de passos (fixo!) é uma v.a. cujas propriedades podem ser estudadas de
diversas formas. Veremos duas delas neste exercicio.

A De forma andloga ao exercicio 6, a posicao final Sy do andarilho pode ser escrita como
a soma de varias v.a.’s de Bernoulli modificadas, para resultar nao em 0 ou 1 como
naquele caso, mas sim em —1 ou +1, agora. Nesse formalismo, determine a média e a
variancia de Sy.



B A posicao final Sy do andarilho também pode ser expressa diretamente em termos de
uma v.a. binomial associada ao problema. Note que ha duas outras v.a.’s “naturais”
neste problema, V., que indica o numero de passos dados a direita, e N_, que indica
o numero de passos dados a esquerda. Essas duas v.a.’s sdo binomiais (sucesso de
uma é fracasso da outral) e fortemente dependentes uma da outra, pois satisfazem o
vinculo Ny + N_ = N. Mas note que Sy = Ny — N_!Il Use estas duas expressoes
para eliminar N_ e verifique que Sy é dada pela binomial N, sujeita a transformacoes
de escala e translagao. Determine a média e a variancia de Sy por este formalismo
e agora arrisque escrever a distribuicao de probabilidade de Sy, pois vocé conhece os
efeitos simples de escala e translagdo em uma distribuigao de probabilidade (p. 43-44
das notas de aula).

8. (Random walk modificado) Um andarilho exibe “tropegos curtos”. Um primeiro
passo é equiprovavel para qualquer lado, mas o 20. passo ocorre na mesma direcao do
anterior com probabilidade p (e na dire¢ao oposta com probabilidade 1 —p). Rapidamente
ele se reequilibra, e o padrao se repete: 30. passo equiprovavel para qualquer lado, o 4o.
pode “seguir a inércia”’. Note que os passos pares nao sao independentes dos passos
imediatamente anteriores, impares. Mas, dois a dois, hd independéncia! Imagine uma
caminhada com um nimero total par de passos, N — 2M. Determine, com probabilidade
bésica, a distribui¢ao de probabilidade de cada possivel “passo duplo” (conjunto de dois
passos): determine os possiveis deslocamentos e suas probabilidades. Expresse a posigao
final So3; como a soma de M passos duplos que sao independente entre si e determine sua
média e sua variancia. Faga o mesmo (determinar média e variancia) para uma caminhada
com numero impar de passos, N — 2M + 1. Afinal, o ultimo passo nao é duplo, mas é
independente dos anteriores, certo?

Exercicios sobre a distribuigao de velocidades de Maxwell e as interpretagoes estatisticas
da temperatura e da pressao: [Blundell], cap. 5: 1, 3 e 4; cap. 6: 5 a 8.

Gabarito parcial

1.
a média: A; variancia: A. Dica: série de poténcias da exponencial

b média: 1/p; variancia: q/p?. Dica: mesmo truque da “monitoria binomial”, com deri-
vadas parciais

¢ média: (b+ a)/2; variancia: (b — a)?/12

d média: p/\; variancia: p/A\%. Dica: mesmo truque da“monitoria exponencial”, com a
funcao gama



3. (84,2°F,87.8°F)
D.
al—p+pz

b (1—p+p2)V

6. média: Np; variancia: Np(1l — p)
7.
A média: N(2p — 1); variancia: 4Np(1 — p)

B média: N(2p — 1); variancia: 4Np(1 — p); P(Sy =m) =P(Ny = (m+ N)/2)

8. (Son) = 0; var(Saps) = 4pM; (Soprv1) = 0; var(Saopry1) = 4pM + 1



