CAPITULO 13
ANALISE DE VARIANCIA COM UM FATOR:
CASO BALANCEADO



Vamos analisar de forma mais completa o modelo com um fator.

Para resolver o sistema de equag¢6es normais nds usaremos:
e Condi¢cdes marginais

e Abordagem com inversas generalizadas

Para testar hipdteses na Se¢do 13.4 nés usaremos as abordagens:
e Modelo completo versus modelo reduzido
e Hipodtese linear geral



13.1 0 MODELO COM UM FATOR (ONE-WAY MODEL)

0 modelo balanceado com um fator pode ser expresso como:
yij =u+ai +£ij (131)
i=12,...,kj=12,...,n
Em que:
yi;j € a resposta da j-ésima observacdo dentre as unidades que
receberam o i-ésimo tratamento
1 éuma constante comum a todas as unidades
a; € o efeito do i-ésimo tratamento
g;j € o erro associado a observacao y;;



As trés suposicoes que fazem parte do modelo sao:
1. E(g;)=0paratodoi,j
2. var(g;) =o? paratodo i, j
3. cov(g;j, &) = 0 paratodo (i,j) # (1, 5)

Muitas vezes n0s incluiremos a suposicao:
2
4, gij ~N(0,0’ )

Adicionalmente, usaremos a restricao (condi¢do marginal):
5. Yiia; =



13.2. FUNCOES ESTIMAVEIS

Ja sabemos: Uma funcido A'B é estimavel no modelo y = XB + &, em
que E(y) = XB e X é nXp, de posto k < p < n, se existe um vetor
atalque E(a'y) = 2'B.
Formas de verificar se a fungdo A'B é estimavel:

e A'B é uma combinacio linear das linhas de X

e posto(X': A) =posto(X') =posto(X) =k

e posto(X'X: A1) = posto(X'X) = posto(X) =k

e X'X(X'X)"A2=2 ou /X'X)"X'X=2'



13.3. ESTIMAGAO DE PARAMETROS

13.3.1 Resolvendo o Sistema de Equagées Normais

0 modelo (13.1) na sua forma matricial y = XB + & em que:

yl ! .e al
SE ’ ) ‘ I ‘ (13.6)
Yk j

em que ¥; = [Vi1, Yiz, .- Yin], parai =1,.. k, j=[1 1. =
[0 0...0] sdo vetores n><1 eg = [511, 812, oo Ein]’-



O sistema de equagdes normais (X’X)E’ = X'y tem a forma:

kn n n - nj[Hi [y,,]
[Tl n 0 0] &1 Vie
ln 0 n - oll&2 = yz.‘ (13.7)
ln 0 0 - nJl&kJ Ve

Em que y,, = Zij Yij € Vie = Zj Yij-

13.3.1a. Condi¢Ges marginais

As (k+1) equagdes normais em (13.7) podem ser expressas como:

knji +na, + na, + -+ n@; = y..
(13.8)

nﬁ +n&i = Vier i=12,-,k



Usando a condicdo marginal }}; @; = 0, a solucdo para (13.8) é:

A — Yeo — 5
H=n = Ve
&l = y_r:. - 5].. = }_/1,0 - }_/oo; l = 1; 2; RS k (139)

Na forma vetorial, a solugio para (X'X)B = X'y é expressa como:

— )_/.._

. }_110 - )_/oo

B =120 = Ve (13.10)
yko - :)_/oo

Se a condigdo };; a; = 0 for imposta sobre os parametros teremos:

l,l* = IIQQ € a;k = nu'L - ‘[I..



Exemplo: Um estimador de '8 = a; — a, é dado por

NB=a — @ = (F1o = Vo) = G20 = Vou) = J10. = Yoo
e Pelo Teorema 12.3D, '8 é BLUE de ' = a;, — a,.

e Seg;~N(O, 02), pelo Teorema 12.3H, tem-se que A’ é um es-
timador nao viesado de varidncia minima de 4'.

13.3.1b. Inversa Generalizada

Vamos obter uma solucio do sistema (X'X)B = X'y usando uma
inversa generalizada de X'X:



[0 0 0 0]
|0 1/n 0 O|
X07=[0 0 gm0 |
[O 0 0 1/nJ

[9]

Y1o

B=XX)Xy=|¥.

Vie
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(13.11)

(13.12)

Os estimadores em (13.12) e em (13.10) sao diferentes, mas forne-
cem as mesmas estimativas para todas as fungbes estimaveis no

modelo (13.6).
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Exemplo: Utilizando (13.12) para estimar '8 = a; — a, obtemos:

—~

AB=0a,— & =Y.~ Vs
que é igual A estimativa de A’ B obtida utilizando B de (13.10).

13.3.2 Um estimador para a variincia o>
Na suposicao 2 para o modelo com um fator em (13.1), nés temos
que var(sij) = ¢?, para todo i, j. Para estimar o2 nds usamos o es-
timador apresentado em (12.22):
2 SQResiduo
k(n—-1)

em que SQResiduo =y'y — B'X'y =y'[1 - X(X'X)"X']y.

= QMResiduo



12
Vale notar que posto[l — X(X'X)™X'] = kn — k = k(n — 1) e que:
2 SQResiduo
T k(n-1)

é um estimador nio viesado de 2.

Usando B de (13.12) temos:
SQResiduo = ¥, X7, yi — Zyk y2 (13.13)

n

Ou ainda como:
) N2
SQResiduo =Y%_, 27=1(}’ij - yi.) (13.14)
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13.4 TESTANDO A HIPOTESE Hy: 1y = fy = -+ = p

A hipdtese alternativa é
H,: no minimo, duas médias diferem entre si.

Como u; = u+ a; a hipotese Hy: p; = u, = -+ = y; pode ser ex-
pressa como
HO: (Xl == az _ e = ak

que é testavel porque ela pode ser escrita em termos de (k-1) con-
trastes estimaveis e [. .

13.4.1 Modelo Completo versus Modelo Reduzido

A hipotese
HO: al = az = = ak (13.17)
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é equivalente a
Hyai=a; = =aqay (13.18)
onde os a;’s estdo sujeitos a condi¢do marginal Y¥* , a; = 0. Com
esta restricdo, H, em (13.18) também é equivalente a:
Hyai=a;,==a,=0 (13.19)

e Omodelo completoy;; =u+a; +¢;,i=1,2,..,kej=12,..,
n, é expresso na forma matricial como y = Xf + &.

e Se escrevermos o modelo completo como
yij = 1 +a +¢&; (sujeitoarestrigio Y, af = 0),

o modelo reduzido sob H, em (13.19) é
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Yij = W+ &
que na forma matricial, ficay = u*j + €, ondej=[1 1...1] éum
vetor knx1.

Para ser consistente com o modelo completo y = X8 + € escre-
veremos o modelo reduzido como

y=uj+e (13.20)
e Para o modelo completo temos:
nIv/! 1
SQu, ay, az, -+, ) =SQ(u, ) = Xy = ; ;'l=1yi20
e Para o modelo reduzido em (13.20) temos:

A =f=\—1=/ _&__
a=0D"y == (13.21)
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Entao:

yoo
kn

SQW) =BJ'Y = VeeVeo = (13.22)

Emquej=[11...1] é knx1.

e A soma de quadrados para os a’s ajustada para yu é dada por:

SQ(alu) =SQ(u,a) —SQ(H)

SQ(alw) ==-X7- 1yl.— =nY T — Fue)? (13.24)
Que pode ser expressa como uma forma quadratica de y:
SQ(alw) =y’ [X(X’X)‘X’ —ﬁl]y (13.25)

em que J é uma matriz knxkn de uns.
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Esses resultados podem ser arranjados num quadro de ANOVA, da
seguinte forma:

Tabela 13.1 ANOVA para testar Hy: @; = @, = -* = a;, no modelo
com um fator.

F. de Variacao gl Somas de quadrados
Tratamentos k-1 SQ(a|w) =Xk, Vie _ v
n kn
2
Residuo k(n-1) SQResiduo =3 yf — X, ™"
. v
Total kn-1  SQTotal =X yj; — >

A distribuicdo quiquadrado e a independéncia de SQ(a |u) e de
SQResiduo seguem de resultados estabelecidos na Secdo 12.6.2.



18

Exemplo 13.4.1. Os trés métodos (A, B, C) de armazenar alimentos
congelados foram comparados por Daniel (1974, pag. 196). A va-
riavel resposta é a quantidade de acido ascérbico (mg/100g) e os
dados estdo apresentados na Tabela 13.2.

Usando as férmulas ja apresentadas, obtemos:
e SQ(a|n) =8545,3457 -8398,0001 = 147,3456
e SQResiduo =8600,3127 - 8545,3457 = 54,9670
e SQTotal =8600,3127 - 8398,0001 = 202,3126
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Tabela 13.2 Acido ascérbico (mg/100g) de alimentos congelados
utilizando trés métodos de armazenamento

A B C
1429  20.06  20.04
19.10 2064  26.23
19.09 18.00 22.74
16.25 19.56  24.04
15.09 19.47  23.37
16.61  19.07  25.02
19.63 1838  23.27
Totais (y;) 120.06 135.18 164.71
Médias (¥.,) 17.15 1931  23.53
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Tabela 13.3 ANOVA para os dados de acido ascérbico (Ex. 13.4.1)

Fonte de variagdao g.l. SQ QM F
Método 2 1473456 73,6728 24,1256
Residuo 18 54,9670 3,0537

Total 20 202,3120

O p-value = 0 para F,;;. = 24,13 indica a rejeicidode Hy: i, = u, =
U3 € que podemos concluir que as médias de pelo menos dois méto-
dos de congelamento diferem entre si.

A continuacdo da andlise com a comparagdo entre as médias dos
métodos, buscando o método que apresenta a melhor resposta, se-
ra feita mais adiante.
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13.4.2 Hipétese Linear Geral

Para simplificar a exposicao nds usaremos o caso onde k = 4. Nes-
tecaso,B=[ua,a, aza,)'eHy:a; = a, = a3 = a,.

Utilizando trés contrastes (estimaveis) L.i. e que reproduzem H,
quando igualados a zero, temos a hipotese equivalente:

vo[2-]-[o

que pode ser expressa como Hy: CB = 0, em que:

01 -1 0 0
c=l0 1 0 -1 o0 (13.28)
01 0 0 -1
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A matriz Cem (13.28) usada paraexpressar Hy: a; = @, = a3 = a,
nao € unica. Outros grupos de contrastes podem ser usados em C,
como por exemplo:

0 1 -1 0 0 0 1 1 -1 -1
C,=10 O 1 -1 OjouC,=(0 1 -1 0 0
0 O 0 1 -1 0 0 0 1 -1

De (12.13) e Teorema 12.6B(iii), nds temos:
SQHip = (CB)'[cX'X)~C'17*(CcB)
=y'XX'X)"C'[CXX)"CTcXX) Xy (13.29)

que é idéntica a SQ(«a|u) em (13.23). [ver livro do Rencher]
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13.5. ESPERANCA MATEMATICA DOS QUADRADOS MEDIOS

As E(QM)’s para uma analise de variancia com um fator sdo apre-
sentadas na Tabela 13.4. O resultado é dado em termos dos para-

metros a;, tais que Y.<, a; = 0.

Tabela 13.4 Esperanca dos quadrados médios para um modelo de
analise de varidncia com um fator

F. variacao g.l. E(QM)
Tratamentos k-1 g+ & Yk ai?
Residuo k(n-1) o?

Total kn-1
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e SeHy:a; = a =+ = aj = 0éverdadeira= E[QM(a |pn)] = 0%
oM(elw) . 4

. _ 2 —
E[QMResiduo] = 0“ = esperamos que F = QMResiduo

e Se H, éfalsa E[QM(alu)] > E[QMRes] e esperamos um valor de
F>1.

.. REGRA: Rejeitaremos H,, para valores grandes de F.

RENCHER também calcula E[SQ(a|u)] e E(SQResiduo) nas segdes
13.5.1 e 13.5.2, usando as abordagens do Modelo Completo versus
Modelo Reduzido e pela Hipotese Linear Geral, respectivamente, e
os resultados sao idénticos.
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13.6. TESTE PARA CONTRASTES

13.6.1 Teste de Hip6tese para um contraste }}; c;a; ou ; C;i;
No modelo com um fator, um contraste Y*_, c;a;, com Y* ¢, =0 ¢

equivalente a um contraste Y*_, c;i;, com y; = u + a;.

Uma hipoétese de interesse é:
HO:Z?=1 cia; =0 ou Hy: Zﬁ‘;l ciui =0 (13.50)

que representa uma comparagio de médias se Y, ¢; = 0.
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UotU3z+ g

Exemplo: A hipotese Hy: uy = que compara a média do

grupo 1 (1;) com a média das respostas dos grupos 2, 3 e 4 (U, U3
e U,), pode ser escrita como:
Ho:3py —po — 3 — g = 0

Toda hip6tese como (13.50) pode ser expressa como Hy:c¢'ff = 0,
onde ¢'= [0, ¢y, Cyy..., Ck] € B = [U, a1, Ay ..., A ]’

Assumindo que y ~ Ny, (XB,0%I), Hy:c'B = 0 pode ser testada
usando o Teorema 12.6 comm = 1:
g R CXN AR (B

SQResiduo/k(n—-1)  s2 Z{f;l c?/n

(13.51)

ou
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(Z{‘ 1 i37i.)2

5221 1 z/"

(13.52)

SQResiduo

K1) = QMResiduo.

onde s? =

Note que o numerador tem sempre 1 grau de liberdade.

A soma de quadrados para o contraste ¢’ ¢é calculada por

2
(c'B)* _ (Zi‘ 1 iJ_’i.)
cX'X)"c Zl 1 l

SQ(c'B) =
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13.6.2 Contrastes ortogonais

Dois contrastes ¢;f e ¢;B sdo ditos ortogonais se c;c; =0

Prova: Assumindo normalidade do vetor y, os contrastes c;f e ¢;8
sdo independentes se cov(c;B,c;B) = 0.

Pelo Teorema 12.3C tem-se que:
cov(ciB, c;B) = o?c;(X'’X)7¢;, VX'X)~
Escolhendo (X'X)™ =diag(0,1/n,1/n,...,1/n) tem-se
cov(ciB,ciB) =0 se cic;=0 (13.54)

admitindo que o primeiro elemento de c; e o primeiro elemento
de ¢; sdo iguais a zero.
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Por um argumento similar ao utilizado nas provas dos Teoremas
5.6B e 12.6B(v) tem-se que SQ(c;B) e SQ(c;B) sdo independen-
tes.

Conclusdo: No modelo balanceado com um fator, se dois contrastes
¢;B e c;B sdo ortogonais (isto ¢, c;c; = 0) eles também sdo inde-
pendentes e as suas correspondentes somas de quadrados tam-
bém sdo independentes.

Importante: No modelo balanceado com apenas um fator, a SQTrat
pode ser particionada em (k-1) somas de quadrados indepen-
dentes associadas a (k-1) contrastes mutuamente ortogonais.
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Teorema 13.6A. No modelo balanceado com um fator, se y ~
Ny, (XB,0%]) e se Hy: a; = a, = a3 = a, é expressa na forma H,:
CB = 0, em que as (k—1) linhas de C sdo mutuamente ortogonais,
SQHip = (CB)'[C(X'X)~C']7*(CB) pode ser particionada como:

,’\ 2
. -1_(ciB
SQHip = Yk} cggx,xg_q (13.55)
(ciB)”

onde todas as somas de quadrados ,parai=1,2,.., k-1,

c;(X'X)7¢;
sdo independentes.
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Exemplo 13.6.2(a). Vamos ilustrar o uso de contrastes ortogonais
com os dados de acido ascorbico da Tabela 13.2.

Considere os contrastes ortogonais 2u; — y, — U3 € U, — Uz. Por
(13.50) eles podem ser expressos como:

20 — My — pz3 =201 —a, —az3 =0, 2,-1,-1] =c1pB
Py —pz=a,—az=1[0,0, 1,-1]=c,p

As hipéteses Hy,:c18 =0 e Hy,: ¢, = 0 comparam a média do
primeiro tratamento com a dos outros dois e a média do segundo
tratamento com a do terceiro, respectivamente.

As médias amostrais dos tratamentos sao dadas na Tabela 13.2 co-
mo: y;,= 17.15, y,, = 19.31 e y;,= 23.53.
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Fonte de variagao g.l. SQ oM F
Contraste ¢ f8 1 85,0584 85,0584 27,85
Contraste ¢, 1 62,2872 62,2872 20,40
Residuo 18 549670 3,0537

Total 20 202,3120

F, e F, sdo superiores ao valor tabelado F¢s.115) = 4,41 € 0s p-
valores sdo 0,0000511 e 0,000267, respectivamente. Ambas as hi-
poteses, Hy; e Hy,, sdo rejeitadas e se conclui que

HatU3
My # -, € Mz F U3

Vale observar também que:
SQ,+SQ, =85,0584 + 62,2872 = 147,3456 = SQTrat
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Teorema 13.6B. Seja y'Ay representando uma das formas quadra-
ticas em (13.56), A é uma matriz simétrica e idempotente de posto
r, N = abn e o vetor aleatdrio y ~ Ny (XB, o%I), de dimensdo N x1.

Entao existem r matrizes idempotentes A, A,, ..., A, tais que A =
A;+A;+...+A,, com posto(A;) =1parai=1,2,...,reAA; =0,
parai #j. Além disso, y’Ay pode ser particionado como

YAy = Xi-1 YAy (13.59)
onde cada y’'A;y ~ x*(1,1;) e y’'A;y e y’A;y sdo independentes pa-
rai # j. (Note que 4; é um parametro de ndo centralidade).
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13.6.3 Contrastes Polinomiais Ortogonais
Suponha que os tratamentos em uma analise de variancia com um

fator sejam niveis quantitativos e igualmente espacados, como por
exemplo, 5, 10, 15 e 20 kg de fertilizante por parcela.

O pesquisador precisa investigar como a resposta varia com os ni-
veis de fertilizante.

Nés podemos checar se existe uma tendéncia linear, quadratica ou
cubica nas respostas, ajustando o modelo de regressao polinomial
de terceira ordem:

Yij = Bo + Bix; + Boxi + B3xi + & (13.61)
i=1,234,=12..n

onde x;=5,x, =10,x; =15 e x, = 20.
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Rencher mostra que os testes sobre os f’s em (13.61) podem ser
feitos usando contrastes ortogonais sobre as médias y;,, que sao
estimativas de y; no modelo (13.1) de ANOVA.

Neste caso que envolve quatro niveis equidistantes, os coeficientes
dos contrastes ortogonais em c;f3, usados para testar se os efeitos
de 19, 22 e 32 grau sao nulos sao:

12 grau 2°grau 3°grau

-3 1 -1
-1 -1 3
1 -1 -3

3 1 1
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Duivida: Como saber se os contrastes que utilizam estes coeficien-
tes testam a hipotese de que a tendéncia das respostas é de 12,
22, ou de 32 grau no modelo (13.1) com 4 tratamentos?

Prova: Vamos admitir, sem perda de generalidade, que as respos-
tas médias apresentem uma tendéncia linear, expressa pela reta

y=5+2x

e que para os niveis (equidistantes) x =1, 2, 3 e 4, temos o seguinte
conjunto de pontos:
| 3 4

x | 1
y | 7 9 11 13

N
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Reta ajustada:y = 5.0 + 2.0 x

X

Como os quatro pontos (x, y) estdo todos sobre uma reta espera-se
que o valor do contraste associado a tendéncia de 12 grau nao seja
nulo e que todos os outros contrastes, associados as tendéncias de
22 e 32 grau sejam nulos.
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Utilizando os coeficientes dos contrastes ortogonais e calculando
os valores dos contrastes ¥ = ¢1y1 + €3y, + €3y3 + €4Y,4, tem-se:

1°grau: ¥ =-3(7) - 1(9) + 1(11) + 3(13) =20
2°grau: Y= 1(7)-1(9) - 1(11) +1(13) =0
3% grau: ¥ =-1(7) +3(9) - 3(11) +1(13) =0
Como a tendéncia das respostas € linear, somente o contraste para

o efeito de 12 grau ndo € nulo. Os demais contrastes de graus 2 e 3
sao nulos.

Esta ideia pode ser generalizada para situacdes em que os totais
(ou as médias) apresentem uma tendéncia de 22 ou 32 grau.
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Na pratica é necessario testar se cada contraste é estatisticamente
nulo (ou ndo) para decidir qual é o grau do polinémio ideal.

Os contrastes podem ser escritos em funcao dos totais (y;,) ou das
médias (y;,) dos tratamentos.

A soma de quadrados associada a um contraste de totais é:
)2

Zl i

A soma de quadrados associada a um contraste de médias:

so) =2 )

l l

SQ(V) = ,emque Y = ¢y, + V00 +...F CaVae

, €m que Y = Clyl. + Czyz. .+ Caya.
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Exercicio. Em um experimento de substituicdo do farelo de soja pe-
lo farelo de girassol na ragdo de suinos, montou-se um experimento
com o fator Girassol com 5 niveis (0; 25; 50; 75 e 100%.) de substi-
tuicdo de farelo de soja por farelo de girassol. Foram utilizados 15
suinos machos castrados da raca Duroc-Jersey, num delineamento
inteiramente casualizado com 3 repeti¢des. Os ganhos de peso (kg)
dos animais aos 112 dias foram:

Porcentagem de substituicao
0 25 50 75 100
85.0 945 995 93.0 83.0
86.0 96.0 98.0 96.0 80.0
84.0 958 1040 905 785

Pede-se:
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a) Montar o quadro de ANOVA e testar a hipotese Hy: g = U5 =
Hso = H75 = K100

b) Realizar testes de tendéncia e decidir qual o grau do polinémio
que melhor explica o comportamento dos ganhos de peso em
funcdo da porcentagem de substituicdo de farelo de soja por fa-
relo de girassol.

Niveis do fator

Polindmio 1 2 3 4 5
12 grau -2 -1 0 1 2
22 grau 2 -1 -2 -1 2
32 grau -1 2 0 -2 1

1

49 grau 1 -4 6 -4




