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Exercicio 1 .
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Exercicio 2 (i) Para encontrar os valores mdzimos e minimos globais de uma fung¢do
continua f num intervalo fechado [a,b]:

1.
2.
3.

(1) (a)

(b)

(c)

Encontre os valores de f mos pontos criticos de f em (a,b);
Encontre os valores de f nos extremos do intervalo,

O maztor valor das etapas 1 e 2 é o valor mdzimo global e 0 menor desses
valores € o minimo global.

f'(x) = %, os pontos criticos de f sdo {1 — /3,1 + V/3}. Além disso,

f(—1) =—32 e f(5) = 2. Portanto, o minimo global de f no intervalo [—1,5] é
x =1—1/3 e mdzimo global é x =1+ /3.

f/(x) = 4x> —6x* + 2, 0s pontos criticos de f sdo {1,—%}. Além disso, f(—1)
e f(1) = 1. Portanto, o manimo global de f no intervalo [—1,1] € x = —
mdzimo global é x ={—1,1}.

f(x) = 3&%, o ponto critico de f é {}. Além disso, f(0) =0 e (1) = 0.
Portanto, o minimo global de f no intervalo [0,1] é x ={0,1} e mdzimo global
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(d) f'(x) = 1+1Inx, o ponto critico de f é{];}. Além disso, f(%) —3 ¢ £(2) = 2In2.

— 73
Portanto, o minimo global de f no intervalo [%,2] éx = % e mdzimo global é
x = 2.

(b1) Nem sempre é verdade. Pots como vimos no método descrito no item (1),
para encontrar os valores mdzimos e minimos globais de uma func¢cdo continua
num intervalo fechado, os pontos de mdzrimo e minimos sdo tomados entre
0s pontos criticos (os quais a derivada se anula) e os pontos da extremidade
do intervalo (os quats ndo necessariamente a derwada se anula). No caso do
item (b), o ponto x = —1 é ponto de mdzimo global, entretando a derivada
nao se anula neste ponto.

(b2) f'(x) = 4x> —6x* +2, os pontos criticos de f sdo {1,—3}. Além disso, f(—1) =1
e f(2) = 4. Portanto, o minimo global de f no intervalo [—1,2] é x = _]Z e
mdzimo global é x = 2.

(b8) Considere o intervalo [0,2]. f'(x) = 4x*> — 6x* + 2, os pontos criticos de f sdo
{1,—%}. Além disso, f(0) = 0 e f(2) = 4. Portanto, o minimo global de f no
intervalo [0,2] € x =0 e mdzimo global é x =2. Note que f'(0) #0 e f'(2) #0.

Exercicio 3 (i) Um ponto p € Dom(f) é um ponto critico de f se f'(p) =0.

(1)

(i43)

(w)

(v)

Considere f(x) = x3, p = 0 € um ponto critico de f, porém ndo é ponto de mdzrimo
nem de minimo.

Seja f uma fungdo continua em (a,b) e p € (a,b) um ponto critico de f. Suponha
que f' exista em todos os pontos do intervalo (a,b) exceto possivelmente em p.

e Se f'(x) >0, para x € (p—298,p) e f'(x) <0, para x € (p + 6,p), para algum & > 0,
entdo f tem um mdzimo local em p.

e Se f'(x) <0, para x € (p—298,p) e f'(x) >0, para x € (p +6,p), para algum & > 0,
entdo f tem um minimo local em p.

Sejam f uma fungao e p € Dom(f). Dizemos que p € um ponto de mdzimo global
de f se para todo x € Dom(f), f(x) < f(p). Por outro lado, dizemos que p € um
ponto de minimo global de f se para todo x € Dom(f), f(x) > f(p).

Dizemos que p é um ponto de mdzimo local de f se existir r > 0 tal que para todo
x € (p—r,p+71)NDom(f), f(x) < f(p). Por outro lado, dizemos que p € um ponto
de minimo local de f se existir r > 0 tal que para todo x € (p —71,p + 1) N Dom(f),
f(x) > f(p).

(a) Temos que f'(x) = 2(x — ;—2), assim '(0) =0 se, e somente se, x = 1.
Note ainda que, existe f'(x), para todo x € Dom(f) = R — {0}, logo o tnico
ponto critico de f € x = 1.
Considerando os intervalos A = (—o00,0),B = (0,1) e C = (1,00), e em seguida
escolhendo, por exzemplo, a = —1 € A, b = % €B ec=2¢€C, obtemos que
f(—=1)=—4<0,f'(})=—7<0ef(2)=%>0.
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Concluimos assim que f € decrescente nos intervalos A e B, e crescente em
C. Consequentemente, x =1 € um ponto de minimo e f ndo possui ponto de
mdzimo.

(b) Temos que f'(x) = sen(x)(2cos(x) — 1), assim f'(x) = 0 se, e somente se,

sin(x) =0 ou cos(x) = 3.

Logo, x € um ponto critico de f se, e somente se,

5
xe{mnkeZNJ{§+2wnk€Z}U{T;+2mnkez}.

Como f tem periodo 271, vamos analisar a fun¢do apenas no intervalo [0,27),
pois f tem o mesmo comportamento em qualquer intervalo da forma [2km, 2(k+
1)m), com k € Z.

Considere os subintervalos A = (0,%),B = (3,7),C = (71,?" e D = (5—7r 2m).
Escolhendo, por exemplo, a =3 € A)b =7 € B,C= 37” ed= ”“ € D, temos
qwfq):—bﬁ>o1%)_—4<0f()_1>0efm) EVEp )

Portanto, f € crescente nos intervalos A e C, e decrescente em B e D. Logo,
o0s pontos 5 e 53” sao mdzximos locais, enquanto que O e T sGo minimos locais.
Generalizando, os pontos da forma 5 + 2km e 5” + 2kt sGo mdzimos locazs,
enquanto que 0 + 2kmt e 7w+ 2kmt sGo minimos locazs, para todo k € Z.
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(2 5 Assim, f'(x) = 0 se, e somente se, x = V12 ou
3(x*—4

(¢) Temos que f'(x) =

x =—/12.

Note que esses sdo 0s Unicos pontos criticos, pois f'(x) existe para todo x €
Dom(f) =R —{-2,2}.

Testando o sinal de f'(x) (escolha um x em cada intervalo e calcule), obtemos
que f'(x) > 0, pamtodoxe (—o0, —V12) U (v/12,00) e f'(x) < 0, para x €
—V12,V12) —{-2,2}.

Portanto, f é crescente em (—oo, —/12)U(v/12,00), e decrescente em (—v/12,v/12)—

(2,2}, consequentemente, —/12 é mdzimo, enquanto que /12 é minimo.

(d) Temos que f'(x) = Z’i}%. Note que Dom(f) = (0,00), logo f'(x) existe e €

diferente de zero, para todo x € Dom/(f). Asstm, f ndo possui pontos criticos.

Além disso, f'(x) > 0 e portanto f é crescente em todo o seu dominzio.

(e) Temos que f'(x) = XZZ% O tnico ponto critico € x =0. Note que, f'(—1) <0 e
f'(1) > 0, asstm, f € decrescente em (—oo,0) e crescente em (0,00). Portanto,

0 € ponto minimo.

Exercicio 4 (i) Seja f continua em p € Dom(f). Dizemos que p € ponto de inflexdo
de f se eristem a,b € R tais que p € (a,b) e p muda a concavidade da func¢do,
ou seja, flp) tem concavidade para cima e f|,,) tem concavidade para baizo ou
flap) tem concavidade para baizo e f|, 1) tem concavidade para cima.



Seja f uma funcao deriwdvel até segunda ordem em (a,b). Entao,
e Se f”(x) > 0, para todo x € (a,b), entdo f tem concavidade para cima (cdéncava)
em (a,b);
e Se f”(x) <0, para todo x € (a,b), entdo f tem concavidade para baizo (conveza)
em (a,b).
(i) (a) Ponto de inflexdo em x = —v/2.
Concavidade para cima em (—oco,—v/2).

Concavidade para baizo em (—v/2,0).

(b) Pontos de inflexdo em x = arccos(”g/g) + 21, x = —arccos(“rg/%) + 2mn, x =
arccos(%g) + 21, x = —arccos(%g) +2m com n € Z.

S

Concavidade para cima em (— arccos(%g)—kbm, arccos( %373)+27m) e (arccos(:=y3)+
2mn, — arccos(%g) +2m), comn € Z.

2

Concavidade para baizo em (arccos(%g)ntbm, arccos(‘_g/g)+27m) e(— arccos(l_8 )+
2mn, — arccos(%g) +2mm), comn € Z.
(c) Pontos de inflexdo em x = {—6,0, 6}.
Concavidade para cima em (—oo,—6), (—2,0) e (2,6).
Concavidade para baizo em (—6,—2), (0,2) e (6,+00).
(d) Néao possui pontos de inflexdo.
(e) Pontos de inflexdo em x = {—/2,v/2}.
Concavidade para cima em (—/2,/2).
Concavidade para baizo em (—oo, —v2) e(v/2,+0).

Exercicio 5 (a) Lembremos que o dominio da fungdo In(x) é o intervalo (0,+o00). Fize
b > 0 e considere x > 0. Defina f(x) := In(xb) e g(x) = In(x) + In(b). Derivando
cada uma destas fungdes obtemos

1 1 1

f/(X) = ab = ; € QI(X) = ;»
portanto (f —g)'(x) =0, logo

(f—g)(x) =1In(xb) —In(x) + In(b) = c,

em todo o intervalo (0,+00), para algum c € R. Como vale para todo x € (0,+00),
tome x =1 e temos

In(b) —In(1)+In(b) =c = In(b) —In(b) =c = 0=c,

assim In(xb)—In(x)+1In(b) = 0, ou seja, In(xb) = In(x)+1n(b) para todo x € (0, +00).
Portanto,
In(ab) =1n(a) + In(b).



(b)

(c)

(4)

E importante que o dominio de f seja um intervalo para que f seja constante nessas
condigées. No exemplo f(x) = 7 temos f'(x) = 0 em todo ponto do dominio. A
fungdo f ndo € constante e, como podemos observar, o dominio de f ndo € um
intervalo.

Seja f(x) = x> + ax? + bx + ¢, e note que f'(x) = 3x> + 2ax + b. Assim, f' ndo tem
raiz real se, e somente se, A = 4a’> — 12b < 0, entdo f' mdo tem raiz real se, e
somente se, a’> < 3b. Logo, para a’> < 3b a funcgdo f ndo tem mdzimo ou minimo.

Agora, f"(x) = 6x+2a. Assim, f"(x) =0 se, e somente se, x = —a/3. Caso a’? =3b
seque que A =0 e com 1ss0 x = —a/3 € raiz de f'. Mas na verdade x = —a/3 é um
ponto de inflexdo, e portanto também nesse ponto a fungdo f ndo tem mdzimo ou
minimo. Logo, f ndo tem mdzimo ou minimo se, e somente se, a’> < 3b.

a=-3/2 eb=-18. O mdzimo é em x = —2.

Exercicio 6 (a) Temos que f'(x) = cos(x) e f”(x) = —sen(x). Assim, f"(x) =0 se, e

(b)

somente se, x € {km; k € Z}.

Tomando a = km— 75 e b = kn + 7, temos que f’(a) = (—=1)%, enquanto que
f’(b) = (—1)*". Assim, f’(a) = —f"(b), para qualguer k € Z. Portanto, hd uma

mudancga de concavidade na f, ou seja, x = kmt é ponto de inflexdo.

Além disso, os zeros da func¢do f(x) = sen(x) sdo os unicos pontos de inflexdo.
Obtemos que f'(x) = 4x> + 3ax? + 2bx +c e f"(x) = 12x* + 6ax + 2b. As raizes de
f”(x) dependem do valor de A = 36a* — 96b.

e Se A <0, ndo existem raizes reais e consequentemente ndo existem pontos de
inflexdo.

e Se A =0, existe uma unica raiz real e consequentemente existe um unico ponto
de inflexdo.

e Se A >0, entdo f” possut duas raizes reats (distintas), neste caso, " possui dois
pontos de inflexdo.

Portanto,

(i) Se 36a* —96b < 0 = 36a? < 96b = Za’ < b,entdo f ndo tem ponto de inflezdo.
(ii) Se 36a? —96b = 0 = 36a* = 96b = £a’ = b,entdo f tem um unico ponto de
inflexdo.

(iii) Se 36a* —96b > 0 = 36a? > 96b = La’ > b,entdo f tem, exatamente, dois
pontos de inflexdo.

Exercicio 7 (a) e Dom(f) =R;

e f(x) =0 — x=1;

o f'(x) = 15 >0, ¥x € Dom(f) = R\ {0}. Portanto, f é crescente em todo seu

X5 . L,
dominio e ndo possui pontos criticos;
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(b)

o f'(x) = —245. Temos que f'(x) > 0 para x < 0 e f'(x) < 0 para x > 0.

25x5
Portanto, f tem concavidade para baizo em (0,00) e concavidade para cima

em (—o0,0).

Calculando os limites relevantes, teremos

lim f(x) = lim (x5 — 1) = oo

X—00 X—00
lim f(x) = lim (x5 —1) = —c0
X——00 X——00

portanto, f ndao possui assintotas.

Teremos o sequinte esbogo para o grdfico

s s n 3 2 7
//J
-

Figura 1: f(x) =x'° —1

Dom(f) = R;

f(x) =0 = x ={-8,0};

f'(x) = 8;‘;" 0 = x = —2. Portanto, f é crescente em x > —2 e decrescente
emx < —2;

f”():4’9‘]6_0 — x=4. Temos quef' <0 emO0<x<4ef" >0em

x < 0 ex > 4. Portanto, f tem concavidade para baizo em (0,4) e concavidade
para cima em (—o00,0) e (4,00). Alem disso, x =4 é um ponto de inflexdo da
curva.

Teremos os sequintes sinais para f' e f:

f‘/ f//
XxX<—2|x>-2||x<0|0<x<4|x>4
- + + - +
Analisando os sinais, temos que o ponto x = —2 € um ponto de minimo da

funcao.

Calculando os limites relevantes, teremos

) 1 4
lim 8x3 4+ x3 = —o0
X——00
) 1 4
lim 8x3 +x3 = 00
X—00

portanto, f ndao possui assintotas.
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e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

y
o

Figura 2: f(x) = 8x3 + x

Wl

Dom(f) = R;
f(x) =0 = x=1(4m—mn), n€Z;

(c)

f'(x) = cos(x) —sen(x) =0 = x = j(4mn +n), n € Z. Portando, x =
%(47m+7t), n € Z, sao pontos criticos de f.

f’(x) = —sen(x) —cos(x) =0 — x = J—‘(47m— m), n € Z. Portanto, x =
%(47’[T1—7T), n € Z, sao pontos de inflexdo de f.

e Como f € periddica, vamos analisar os sinais para f' e f’ num periodo:
.[.‘/
_3n no| o om | 57T on
T x<T|I<x<F | Fax<T
+ - +
f//
57 s T 3 3m /m
_T<X<_Z _Z<X<T T<X<T
+ - +

Figura 3: f(x) = sen(x) + cos(x)

(d) e Dom(f) = R*;
o f(x)#£0, Vx € R*;

1
o f'(x) = —%. Note que f' < 0 para todo x € R*. Portanto, f decrescente em
todo seu dominio,



(e)

1 1
f’(x) = 2;; +5 =0 = x= —%. Temos que " > 0 em (0,00) € (—%,O),
)

1

e f" <0 em (—oo,—3). Portanto, f tem concavidade para cima em (0,00
(—%,O), e concavidade para baizo em (—oo,—%).
ponto de inflexdo da curva.

e Teremos os sequintes sinais para f’:

1
X<_E

—3<x<0|x>0

- +

e Calculando os limites relevantes, teremos

) 1
lim ex =1
X——00

) 1

lim ex =1
X—00

) 1

lim ex =0
x—0—

) 1
lim ex = o0

x—0F

portanto, f possui assintota vertical em x = 0 e assintota horizontal emy = 1.

e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

Figura 4: f(x) = ex

Dom(f) = R\ {-3,3};
flx) =0 = x=0;

f'(x) = ’(f;‘i;ff. Note que f' < 0 para todo x € R\ {—3,3}. Portanto, f decres-

cente em todo seu dominio,

f'(x) = 8’(‘72’2‘2_;)237) =0 = x=0. Temos que f" >0 em (3,00) e (—3,0), e " <0
em (—oo,—3) e (0,3). Portanto, f tem concavidade para cima em (3,00) e
(—3,0), e concavidade para baizo em (—oo,—3) e (0,3). Alem disso, x =0 ¢é
um ponto de inflexdo da curva.

Teremos os sequintes sinais para f’:

x <=3

-3 <x<0

O0<x<3

x >3

-+




e Calculando os limites relevantes, teremos

I 4x
x~1>£noo XZ —_ 9

lim
X—00 XZ — 9

lim
x—-3-x2—9

lim
x——3t x2 —9

lim
x—3~ X2 — 9

. 4x

lim g =
x—3+ X2 —9

portanto, f possut assintota horizontal y = 0 e assintotas verticais em x =3
ex=-—3.

e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

A
— x2-9

Figura 5: f(x)

(f)

Dom(f) = R\ {3},

fix) =0 = x={=2,1};

f'(x) = 2’(‘22;_21"]33. Note que f' > 0 para todo x € R\{%}. Portanto, f crescente

em todo seu dominio;

o f/(x) = —ﬁ # 0 Vx € R\{3}. Temos que f” >0 em (—o0,3) e f <0 em
(%,oo). Portanto, f tem concavidade para cima em (—oo,% e concavidade
para baizo em (%,oo).

Teremos os sequintes sinais para f’:

N —

X<z X >
+ -




e Calculando os limites relevantes, teremos

lim XZ+—X_2:_OO
X——00 2X—1
limx2+x—2:
X—00 2x—1

. X 4x—2

lim ——— =4

x 17 2x — 1
X +x—2

lim ——— = —o0
xo 1t 2x — 1

portanto, f possur assintota vertical em x = %

e Teremos o seguinte esbogo para o grdfico

|7;‘ /
i
. ‘!f/
"//4/ I[J‘
7 .
Figura 6: f(x) = %
Exercicio 8 (a)
lim 8 lim 8
——— =0 —— =—00
o3 (2x45)° o3 (2x+5)°
lm — =0, lim —— =0
e (2x 45 ) e (2x +5)5
Assintota vertical: reta x = —5/2.
Assintota horizontal: reta y = 0.
(b)
lim 3%’ lim 3
- = - =
x—>%+ (2x — 9)2 ) x—3" (2x — 9)2

lim 3% = 3 lim 3% = 3
xooo (2x—9)2 4 x5t (2x—9)2 4

Assintota vertical: reta x = 9/2.

Assintota horizontal: retay = 3/4.

c)
, 2x2 ) 2x2
lim Z—Z_OO’ lim Z—ZOO
x——1+t X2 —x —2 x——1- X2 —x —2

10



. 2x? ) 2x?
llmz—:OO, Iim —— = -
x—2t X —X — 2

. 2x2 . 2x2
Sy A . "
Assintota vertical: retas x =—1 e x = 2.

Assintota horizontal: reta y = 2.

Exercicio 9 (a) f continua, f(0) =4, f(2) =2, f(5) =6,
f'(0) =1'(2) =0, ou seja, 0 e 2 sao pontos criticos;
f'(x) >0 se|x— 1| >1, ou seja, f crescente;
f'(x) <0 se|x—1| <1, ou seja, f decrescente;
f’(x) <0 sex <1 ou se |x—4| <1, ou seja,f tem concavidade para baizo;
f’(x) >0 se x >5 ou se [x —2| < 1, ou seja, f tem concavidade para cima.

W

i

PF‘JJ"*G\
b4

(b) f continua, f(0) =2, f(2) =1, f(4) =f(10) =0, f(6) = —4;
f'(2) =f'(6) =0, ou seja, 2 e 6 sdo pontos criticos;
f'(x) <0 em (—o0,4), (4,6) e (10,00), ou seja, f decrescente;
f'(x) >0 em (6,10), ou seja, f crescente;
nao existem f'(4) e f'(10), ou seja, retas tangentes nao definidas em 4 e 10,
f"(x) >0 em (—o0,2),(4,10) e (10,00), ou seja, f tem concavidade para cima,

f"(x) < 0 em (2,4), ou seja, f tem concavidade para baizo.

\1
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(c) f(2) =4;
f'(x) >0 se x < 2, ou seja, f crescente;
f'(x) <0 se x > 2, ou seja, f decrescente;
f"(x) > 0 se x # 2, ou seja, f tem concavidade para cima,
}E}IZIH,(XN = 400, ou seja, x =2 é uma assintota vertical;

lim f(x) =2, lim f(x) =2, ou seja, y=2 € uma assintota horizontal.

X—-+00 X——00

WA

.l' -'—)' i N gy

[P o T

/

—X —6,x < —2

—7x? —14x —4, -2 < x < —1
(d) flx)=<¢x>=3x+1,-1<x<1

2 —4x+1,1<x <2
(—x+3,x > 2.

Exercicio 10 (a) f(x) = x + X%, logo f'(x) = 1— %. Assim, f'(x) < 0 em (—o0,0) e

(Zé,oo) e f'(x) >0 em (O,Zg). Além disso, f'(x) # 0, Vx. Portanto, f € crescente
em (O,2§), decrescente em (—o0,0) e (2§, 00), além disso f ndo possut ponto critico.

12



2
/
1 ////
// -
5 10 15 *

Figura 7: f(x) =x + &

x2

X4

(b) f(x) = 523, logo f'(x) = W. Assim, f'(x) < 0 em (—o0,1—/3) e (1+1/3,00) e
f'(x) > 0 em (1—v/3,14+/3). Além disso, f'(x) =0 se x = {1—v/3, 14++/3}. Portanto,
f é crescente em (1 —+/3,1++/3), decrescente em (—oo,1 —+/3) e (1 ++3,00) e
x = {1 —/3,1 43} sdo pontos criticos.

s
2/ B
:

En 5 ; W =
s

2
Figura 8: %

(c) f(x) =x* x>0, logo f'(x) =x*(lnx 4+ 1). Asstm, f'(x) <0 em (O,%) e f'(x) >0 em
m disso, f’(]g) = 0. Portanto, f é crescente em (%,oo), decrescente em
(0,1) ex =1 ¢é ponto critico.

51—
3
N o
o~
L

Figura 9: x*

Exercicio 11 (a) e Dom(f)={x € R|x > 0}},
o f(x) =0 = x=1,

e f'(x)=In(x)+1=0 = x= % Portanto, f € decrescente em (0, %) e crescente
em (1,00);

’(x) = J—(, portanto f'(x) > 0 para todo x € Dom(f), portanto a fungdo tem

concavidade para cima em todo seu dominio, portanto a funcdo nao pPossui
nenhum ponto de inflexdo.

e Teremos os sequintes sinais para f' e f:

13



f/ f//
O<x<i|x>1 x >0
- + +
Analisando o0s sinais, temos que o ponto x = + é um ponto de minimo da

€
funcao.

e Calculando os limites relevantes, teremos

lim xIn(x) =0
x—0+

lim xIn(x) = oo
X—00

portanto, f(x) ndo possut assintotas.

e Teremos o sequinte esbogo para o grdfico

Figura 10: f(x) = x1n(x)

(b) e Dom(f) =R;
o f(x) =0 = x=0,
o f'(x) = % =0 = x =0. Portanto, f é crescente em x € R;
o f/(x) = —% =0 = x ={—V3,0,V3}. Temos que f’ <0 em (—/3,0)
e (V3,00) e f” >0 em (—oo0,—V3) e (0,v/3). Portanto, f tem concavidade

para baizo em (—/3,0) e (V/3,00), e concavidade para cima em (—oco,—V/3) e
(0,/3). Alem disso, x ={—/3,0,v/3} sdo pontos de inflezdo da curva.

e Teremos os sequintes sinais para f' e f:

1:/ f//
x<0|x>0||x<—V3|-V3<x<0|0<x<V3]|x>V3
+ |+ + : + -

Analisando os sinais, notamos que o ponto x = 0 ndo é um ponto nem de
minimo nem de mdzrimo.

e Calculando os limites relevantes, teremos

. x3
lim —— =—
x——oo | + x2
3

Xl—)I(I)lO 1+ x?2
portanto, f(x) nao possut assintotas.
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e Teremos o sequinte esbogco para o grdfico

Yy
15
|°/
05
E 1 2
0.5
-1.0
-5

Figura 11: f(x) = =%

(14+x2)

Dom(f) = R;

fx) =0 = x=0;

fiix) =e?*(1-2x) =0 = x = % Portanto, f € crescente em x <

decrescente em x > %;

1
3 e

f'ix) =4e X (x—1)=0 = x=1. Temos que f" <0 emx<1ef" >0 em
x > 1. Portanto, f tem concavidade para baizo em x < 1 e concavidade para
cima em x > 1. Alem disso, x =1 € um ponto de inflexdo da curva.

Teremos os sequintes sinais para f' e f":

f/ f//

x<3|x>1|T<x|x>1

- - - -

Analisando os sinais, temos que o ponto x = % é um ponto de mdrimo da
funcao.

Calculando os limites relevantes, teremos

lim xe > = —c0
X——00

lim xe > =0
X— 00

portanto, f(x) possut uma assintota horizontal x = 0.

Teremos o sequinte esbogo para o grdfico

Figura 12: f(x) = xe %%
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Exercicio 12 Note que

lim [f(x) — (—2x 4+ 1)] = lim =0.
X—00 x—00 X — 2
Dessa forma, y = —2x+ 1 € a assintota obliqua.
Figura 13: Gréfico de y.
Exercicio 13 Para sabermos a distdncia entre dois pontos p; = (a,b) e p» = (c,d) se

usa a equagdo AS = [|p1—p2l = \/(a —c¢)?2+ (b—d)2. Com isso apenas temos que definir
quem sdo os pontos p1 e pa.

De acordo com a equa¢do da curva y = 2/x podemos escrever p; como p; = (x,2/x),
enquanto o ponto p, pode ser a origem p, = (0,0).

Com esses valores defintdos podemos joga-los na equacdo da distGncia, o que resulta

em AS = /(x —0)2+ (2/x—0)2 = \/(x)2 + (2/x)2 = /Xi_er“ — VX'

X
Para determinarmos o valor de x em que a distdncia AS é minima temos que encontrar
0s seus pontos de mdrimo e minimo, e para 1SS0 podemos nos utilizar da derivada.
i ~
Sendo AS(x) = "T”, temos que os pontos em que AS’'(x) = 0 sdo os pontos onde a

fung¢do pode ser um minimo.
R N i =

. N N 4_
Assim fazemos que AS'(x) = —3— = = = - = —xzf/)%%-

Para AS'(x) =0, x* —4 =0 sem que x*/x*+4 =0, o que é cumprido para x = /2.
Portanto, o valor de x que faz com que y = 2/x fiqgue o mais prozimo possivel da origem

é x =12, que é o ponto (v2,v2).

Exercicio 14 Nessa questdo usa-se a mesma ideia que for usada anteriormente. Pelo
posi¢do de P ser dada pela func¢do x = \/t, sua posicdo pr = (V/1,0).

Jd pela de Q ser representada por y = t> — 3/4, temos que Po = (0, t2 —3/4).

Com 1sso podemos escrever a funcao AS(t) que descreve a distancia entre eles no tempo
como AS(t) =/ (VE—0)2 + (0 — (12— 3/4))2 = \/t + (3/4 — 1)) = \/i' —3/2 1 L 1 9/T6.
Com essa fung¢do podemos encontrar os pontos minimos ao calcular o t em que AS’(t)

. ey 1 443 —3t+1 ; _ 3_ _
0: AS'(t) = 5 VT asstm temos que achart >= 0 que faz com que 4t°—3t+1 =0

e \/t'—3/2t2+t+9/16 £ 0.
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Temos que t = —1 € raiz de 4t> — 3t + 1, portanto podemos escrever a equag¢do como
43 —3t+1 = (t+1)(4t2—4t+1), assim apenas temos encontrar as raizes de 4t> —4t+1.
Usando Bhaskara temos A=16—4-4=0—>1t= % =1/2.

Assim descobrimos que para t = 1/2 a distancia entre P e @Q € a minima.

Exercicio 15 Considere f(x) = x* —2x + 1. Assim, f'(x) = 2x — 2 e consequentemente,
x =1 € ponto critico.

Note que f € decrescente em (—oo,1) e crescente em (1,00), logo x = 1 € o ponto
minimo global de f. Assim, f(x) > f(1) =0, para todo x € R.

Isso implica que x> +1 > 2x, para todo x.

Em particular, vale a equagdo acima parax =a, x =b,x =c e x = d. Multiplicando
essas quatro equacgdes, obtemos

(@4 1>+ 1) (2 +1)(d®+1) > 2a2b2c2d.
Logo,

(a®+ 1) (b +1)(c2+1)(d* + 1)

> 16.
abcd -

Exercicio 16 Assuma que x e Yy sdo respectivamente a base e a altura do retdngulo,

1850 significa que o perimetro para a parte retangular € x + 2y e do semicirculo 5.

Com isso temos que x + 2y + 75 = 6u.a, ou sejay =3 — =7x.

De acordo com a questdo, a parte do semicirculo deiza menos luz passar, portanto

. - 2

podemos criar a fung¢do sobre a passagem de luz L(x,y) =x-y +§ (’5‘) 3 =X"Yy+5x =
— _ 2

X—(y + %X) — X(3 o Z%TX—F %X) — X(36 (?;ZH)X) — 36x (?erZT[)X

Assim temos que a luz que passa é definida por L(x) =

seu mdzimo temos que achar os valores de x para quais L'(x)

6x—(6+27)x?
w, e para encontrar o

—0= 36—(6+2m)2x __ 9—(3+7m)x

o 12 - 3
que € X = e . , .
) L _ ~ —3_24m, 9
Portanto, o vitral tem mdzima passagem de luz parax = ;— ~ l.46u.c ey = -
1.12u.c.

Exercicio 17 Primeiro denotemos (x1,y;) como um ponto arbitrariamente escolhido,
(x,y) como um ponto pertencente a reta ax + by +c = 0 e d((x,y), (x1,Y1)), como a
distancia entre os dois pontos,

17



(X1,¥1)
®

L4

Ll

d((x,y),(x1,y1) e,

ax+by+c=0

por (x,y) pertencer a uma reta, podemos fazer com que y dependa de x, e conse-
quentemente que a funcao da distancia dependa também apenas de x. Para fazer 1sso
isolamosy da equagdo da reta e obtemos y = —9<, assim temos que (x,y) = (x, — %),
Vamos chamar o quadrado da distancia entre os dois pontos de f, por termos agora que
a fungdo da distdncia apenas depende de x, podemos fazer f(x) = d((x, —¥<, (x1,y1))? =

(x —x1)2 4 (=2 —yp)2,

d((x,-(ax + c)/b),(x1,y1))
.[xl-YI}/

(x,-(ax + c)/b)

y = -(ax + ¢)/b

ax+by+c=0\3

d((x,-(ax + ¢)/b),(x1,¥1))? =(x - x1)? + (-(ax + ¢)/b - y;)?= f(x)

Queremos achar o valor de x em que a distancia (f(x)) € minima (f'(x) =0), o qual
iremos chamar de xy, assim temos

, a ax—+c
f(x)zz(x—xﬂ—g-z*(— 5 —1),
, a axp + ¢
f(xo):Z(xo—xl)—g-Z*(— "b —yq) =0,

1solando Xy,
b?x; — aby; — ac
(a% +b2)

X0 =

18



Portanto, sabendo o valor em que a distancia é minima, podemos descobrir qual é
o valor que essa distdncia ao quadrado toma,

(ax; + by; + ¢)?

f(XO) = az i bz )
que se tomarmos a raiz obtemos,
[(axq + by + ¢)
VaZ+u:

que € a equacdo para se calcular a distGncia minima entre um ponto e uma reta, que
€ o equivalente a encontrar a distdncia entre um ponto (x1,Y1) e o ponto (xo,Yyo) Mmais
prozimo que pertenga a reta.

Para confirmar que o valor de xy encontrado € realmente o valor que gera o minimo
podemos reescrever f'(x) com xq, a qual fica

, 2(a? + b?)
f'(x) = T(X—Xo)-

Assim, para x > Xy temos que f'(x) > 0, e para x < xo temos f'(x) < 0. Portanto,
pelo teste da primeira deriwada concluimos que xy € o unico valor que faz com que f(x)
chegue ao seu minimo.

Exercicio 18 Primeiramente perceba que lim = oo e lim = —oo, pois é uma fung¢do
X—00 X——00
polinomaal. Agora, f(—2) = —14 e f(—1) = 2, ou seja, hd uma mudanca de sinal e

como f € continua pelo teorema do wvalor intermedidrio exriste ¢ € [—2,—1], tal que
f(c) = 0. Vamos verificar que f, ndo tem mazis raizes reais. De fato, vamos usar sua
derivada, f'(x) = 3x* — 6x. Com isso, f é estritamente decrescente no intervalo [0,2] e
f(x) > 0 para todo x € [0,2]. Além disso, f € estritamente crescente (—oo0,0) e (2,00),
com apenas uma mudanc¢a de sinal no intervalo [—2,—1]. Portanto, f admite apenas
uma raiz real. E como pode-se notar, o intervalo em que descobrimos que f(x) =0 € o
intervalo x € [—2,—1], que tém amplitude 1.

3
. - pe
Exercicio 19 Considere a func¢ao f(x) = sen(x) — x + 3 Note que f(0) = 0. Vamos
verificar que, esta funcgdo é estritamente crescente. Para isso perceba que f é derivdvel
para x > 0, logo

/ XZ

f'(x) =cos(x) + = — 1.

2
Note que f'(x) > 0 para x > 0 e assim f € estritamente crescente no intervalo (0,+00),
3
como f(0) =0, temos que f(x) > 0 para todo x € (0,+00) e dessa forma, sen(x) > x—%.

1 : . :
Exercicio 20 (a) Queremos x > 0 tal que x + — seja o minimo possivel. Seja f(x) =
X
2 xX*=2

1
x+—. Deriwando f'(x) =1—— = —=—, logo f'(x) = 0 se, e somente se, 2—x3=0
X X X
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e com isso x = V2. Agora, para x € (0,v2) a fungdo é estritamente decrescente,
pois f'(x) < 0. Contudo, para x > /2, f'(x) > 0 o que torna f estritamente
crescente, logo V2 é ponto de minimo.

(b) Os niumeros positivos procurados sGo x ey tais que y+x = 16, ou seja, y = 16 —x.
Seja f(x) = xy = x(16 —x). Entdo f'(x) = 16 — 2x. Temos f'(x) = 0 para x = 8.
Mas, para x € (0,8) f'(x) > 0 o que torna estritamente crescente e para x € (8,16)
temos f'(x) < 0 o que torna f estritamente decrescente, logo x = 8 € mdximo local.
Portanto, os numeros procurados sdo x =8 ey = 8.

Exercicio 21 Primeiro temos que ver como as medidas do raito da esfera, R, o raio
do cone r e a altura do cone h se relacionam quando o cone é inscrito na esfera. Fa-
zendo um desenho lateral da situagdo notamos que essas medidas formam um tridgngulo
retangulo.

E relactonando os lados com o teorema de Pitdgoras chegamos na férmula R? =
12 + (h — R)?. Desenvolvendo, obtemos > = 2hR — h’. Da férmula do volume do cone

1 L . ~
V= gTETZh, substituindo o valor de 1°, obtemos que o volume é escrito em funcdo de h,

V(h) = 73—IZh2R R
Deriwando em relagGo a h, V'(h) = gh(llR —h) e isso € zero se, e somente se,
4 . 4
h = §R’ 74 que h mdo pode ser zero. Logo, para h € (0,§R), V/(h) > 0 o que torna

: 4 .
V estritamente crescente e se h € (§R’ 2R), V/(h) < 0 o que torna V estritamente

4 _ :
decrescente. Portanto, gR é ponto de mdzxzimo local, ou seja, a altura de um cone

: : : . : 4
circular reto, de volume mdximo, winscrito em uma esfera de raio R é dado por h = §R'

Exercicio 22 Como um lado jd estd protegido, temos que um retangulo de lados x e

. . . 50
y tem comprimento C = x + 2y. Além disso, por hipdtese, x -y = 50, logoy = —.

.y . . . 100 .
Substituindo no comprimento, e considerando a fun¢do f(x) = x + —. Derwando,
X

100 2100
fiix) =1—— = X 5>—- Bntdo, f'(x) = 0 se, e somente se, x = £10. Mas como
X X

estamos lidando com medidas, descartamos o numero negativo. Agora se, x > 10 f'(x) >

20



0 entao f € estritamente crescente, caso contrdrio f'(x) < 0 entdo f € estritamente

. . 50
decrescente, o que torna x = 10 um ponto de minimo da fungdo. Como y = — segue
X

que para x = 10 temosy =5 e assim, 0s comprimentos da cerca de menor comprimento
é 5m e 10m.

Exercicio 23 Temos que Vey = 1 = Ayh = mr?h, logo r*h = 1. Além disso, Avateral +Ap =
2nrh+7r? e assim Custoigitfundo = 5(27trh+7r2). Como Aiampa = 712, 1090 Custogmpa =
10mr?. Assim, a fungdo custo total é

C = Custoiattfundo + Custotampa = 107tr? + 107trh + 57ur?
= 157tr? 4+ 107rh
= 57 (3r* + 2rh)

=57 (3r2 + 2r <L2>>
o
=51 (31”2 + i) )
mr

Logo, C' =5m(6r — #). Entao, para manimizar o custo, temos que C' =0, isto é

2

6r— — =90
T 7r2

o2 o
T

:

3—_

T T 3n

1

3

Portanto, as dimensdes da caiza que minimizem o custo do material empregado vao

_ _ 1 _ 3fe

ter que ser r = 7 € h=_—5=4¢/2.

Exercicio 24 (a) Seja h a altura da pirdmide e v o raio do circulo circunscrito base.
Logo, h? =1>—12. Por outro lado, como a pirdmide tem n faces, tem-se n—1 faces
laterales e assim, a circunferéncia circunscrita determina no poligono da base os
dngulos centrais de medida « = 2= radianes. Com 1st0o, Apgse = (M — 1)LIER&

n—1 2
Logo, tem-se a fung¢do

f—Vih— Abasseh.h
2y? 2
= (Tl— 1)Tsen (E
r(n—1)(1% — ) sen (%)
N 6
~(n—1)sen (Z)r N (n—1)sen () 1’12
6 6
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Como queremos que dita funcdo atinja o mdzimo e dita funcdo € uma pardbola,
tem-se que

(n—1) sen( 2n )12

n—1

w2
o=

logo v =
(b) A expressdo desse produto mdzimo €
(n—T)sen (Z)1*  (n—1)sen ()1
24 12

Exercicio 25 Temos que x'(t) = v(t) = 2t — 3, logo fazendo a integracao winfefinida
teremos que x(t) = t>? — 3t + C. Mas como temos que no instante t = 0, a posicdo da
particula é x =5, logo x(t) =t — 3t +5. Assim, para achar o minimo precisamos que
x'(t) =0, isto € 2t —3 =0, e portanto o minimo vatr ser atingido no instante t = %

Exercicio 26 A drea do sélido é Ay, = 2mrh + 2mr? + mr? = 5m, assim th = % O

volume do sdlido é V = mr’h + 2”;3 , logo,
5 — 3r? 273
V =
r ( > ) + 3
_ 5mr 5mr
2 6
Para que o volume seja mdzimo, devemos ter que
5t 5mr?
0=V'=——
2 2
5t 5mr?
2 2
=1,

3
logo h=>3 =1,

Exercicio 27 Seja L o lucro pela venda e x o nuimero de centavos. Notemos que o preco
de venda e a quantidade a ser vendida de acordo com as condi¢does do problema sao
1.50 — 0.01x e 500 + 25x, respectivamente. Da mesma maneira o pre¢o de compra é de
0.70. Logo, a fungdo L €
L(x) = (1.50 — 0.01x) (500 + 25x) — 0.70(500 + 25x)
= (0.80 — 0.01x) (500 + 25x)
= 400 + 15x — 0.25x%.
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Para mazrimizar o lucro devemos ter que

0=L'(x)=15—-0.5%
x = 30.

Logo, o preco de venda para mazimizar o lucro deve ser de 1.5 — 0.01(30) = 1.20
unidades monetdrias.

Exercicio 28 Note que cos® = x/3. Seja d(A,B) a distdncia de A até B, temos que
d(A,B) = 2x = 6¢cos 0. Além disso, se d(B,C) é o comprimento do arco que liga B e C,
d(B,C) = 660.

Seja t a fungdo que denota o tempo utilizado no percurso, temos que, para 0 €
[0,7t/2],

d(A, B) N d(B, C)
3 6
Vamos procurar extremos da fungdo em (0,7/2):

t(0) = = 2cos 0 + 0.

t'(0) = —2sin0 + 1
=1t(0)=0&sin0=1/20=m/6

Observe que t(7/6) = V3 + 7/6. Resta observar o que acontece mos extremos do
intervalo. Como t(0) =2 e t(nt/2) = /2, a mulher deve caminhar todo o percurso.

Exercicio 29 Note que a = 10cos® e h = 10sin 0. Entdo, seja A(0) a drea do trapézio,

(104 (104 2a)) -h
2

= A’(0) = 100[—sin’ 0 + (1 + cos 0) cos 0].

A(8) =

=100(1 4+ cos0)sin 0O

Portanto,
A'(0) =0& —sin’0 +cos’0+cosf =0 cos0=1/2& 0 =nm/3.

Observe que A(m/3) = 75v/3. Resta observar o que acontece em 0 = m/2. Como
A(m/2) =100, temos que © = 1t/3 € o dngulo que mazimiza o volume da calha.

23



QJ (o e N [+ ]
L: :_J

m 9 ; ]

New .' £ :

.- AV |

a0 (& 2N
Exercicio 30 Férmulas:
. m-R?-H
T3

Vo=m-t*-h=2m11°

Observando a figura abaizo,

LAY
/ 3\
/ N\
/ 5 \
R —

temos

H
tane—ﬁ
0
tanz_ﬁ
h=2r

Do enunciado,
V; RZ-H tan©

V,  6r  Gtan’?

O walor minimo serd encontrado derivando a fung¢do, mas para facilitar vamos

transformar,
sin O
k ____cosB
- .30
sin g
cos3§
in @ 49
2sin 5C0s"3
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Arrumando,

(1 —sin® §)?

T 3l 2
3sin® §(1 —2sin’ 9)

Fazendo
sin’ 9 =a
5 =
K = (1-a)?
3a(1 —2a)

Pra encontrar o minimo de k, devemos fazer

k'=0

Sabemos que,

(LXJ) () - g(x) — f(x) - g’ (%)
g(x) [g(x)]?
Assim temos,

W 2(1 —a)(=1)(3a(1 —2a)) — (1 —a)?*B(1 —2a + 3a(-2))]

Ba(1 —2a))?
Desenvolvendo encontramos,
,  (a=1)(1—3a)
3a?(1 —2a)
Desta forma encontramos,
a=1
0 1
3
Portanto o valor minimo serd:
-1
1 ]
3-3(1-2-3)
4
k= —
. 3

Exercicio 31 Seja t; o tempo em que a corrida termina, temos, por hipdtese, que f(0) =
g(0) —h(0) =0 e f(tr) = g(tr) — h(tf) =0.
Pelo Teorema do Valor Médio, existe c € (0,t;) tal que
f(te) — f(0)

f(c):t—f:O.

Como f'(c) = g’(c)—h'(c), temos que g’(c) = h'(c), isto €, em t = ¢ os dois corredores
tinham a mesma velocidade.
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