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Algumas propriedades sobre produto

Vamos comecar provando que os axiomas de enumerabilidade s3o preservados por produtos
enumerdveis. Alguns destes resultados podem ser melhorados (ver exercicios a seguir).
Proposicao 1

Seja ((Xn, Tn)) ey familia de espacos que satisfazem o i-ésimo axioma de enumerabilidade.
Entdo, [],cn Xn também satisfaz o i-ésimo axioma de enumerabilidade.

Demonstragdo. Primeiro axioma de enumerabilidade (base locais enumeraveis): Seja
X = (Xn)pen € I pen Xn- Seja, também, V), base local enumerdvel para cada x,. Sem perda

de generalidade, suponha que X, € V,. Note que

[[Ve: Vo€ Va{meN: Vy# Xp} éfinito
neN

é enumerdvel (cartesiano finito de enumeraveis é enumerdvel, unido enumeravel de

enumerdveis é enumeravel) e é uma base local para x.
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Algumas propriedades sobre produto

De fato, seja A =[], cx An aberto bésico tal que x € A. Para cada n € N tal que A, # X,
seja V, € V, de forma que x, € V,, C A, (existe pois V, é base local para x,). Para n tal

que A, = X, defina V,, = X,,. Note que

erV,,cHA,,.

neN neN

Segundo axioma de enumerabilidade (base enumeravel): Andlogo (exercicio).

Terceiro axioma de enumerabilidade (separabilidade): Para cada n € N, seja D, denso
enumerdvel em X,. Fixe x = (xp)peny € [Lpey Xn- Defina D = {(yn) ey : 3F C N finito tal
que, paratodo n € F,y, € D, e, paratodo n¢ F,y, = x,}.

Note que D é enumerdvel (pois {x,} U D, é enumeravel, cartesiano finito de enumeraveis é
enumeravel, unido enumerdvel de enumerdveis é enumeravel). Seja [],cy Vi aberto basico
ndo vazio. Seja F C N finito tal que, para n ¢ F,V,, = X,,. Para cada n € F, seja

Yn € Va N Dy. Note que (V) ey € DN [Ihen Vo onde y, = x5, para n ¢ F.
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Algumas propriedades sobre produto

Vejamos agora o comportamento dos tltimos axiomas de separacdo com relagdo ao produto,

comecando com a propriedade T;1, que € preservada.
2
Definicdo 2
Dizemos que (X, 7) é T31 se, para todo xo € X e F C X fechado tal que xo ¢ F existir
2

f: X —[0,1] continua, tal que f(xp) =0 e f(y) =1, para todo y € F. No caso que (X, )

também é Ty, dizemos que (X, T) é um espaco completamente regular.
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Algumas propriedades sobre produtos

Proposicao 3

Se cada (Xy, 7o) € T3%, entdo [[,cqpXa € T3%.

Demonstracdo. Seja X = (Xa)pca € [locaXa € F C [I,ca Xo fechado tal que x ¢ F. Seja
V = []hea Vo um aberto bésico tal que x € Ve VN F = 0. Seja G ={a € A:V, #X,}.
Para cada a € G, seja f, : X, — [0,1] continua tal que f, (xo) =0 e f, (Xa\ Vo) = {1}

(estamos usando T3% nas coordenadas).
Considere f : J[,ca Xa — [0,1] dada por f(y) = max{fs (va) : @ € G}, onde y = (y3) 5. 5-
Note que f(x) = 0.

Além disso, f(F) = {1}, pois se y € F, entdo existe « tal que y, ¢ Vi, com a € G (caso
contrério, terfamos V N F # () e, portanto, f, (ya) = 1.

Resta provar que f é continua.
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Algumas propriedades sobre produtos

De fato, para cada « € G, defina g, = f, o m,. Note que cada g, é continua (pois é
composta de continuas) e também que f(x) = max{ga(x) : « € G}. Assim, f é continua

(ver exercicios).

Agora veremos que a propriedade T4 n3o é preservada.

Proposicao 4

Rs x Rg ndo € um espagco normal, onde Rs € a reta de Sorgenfrey. Em particular, produto
de espacos normais ndo € necessariamente normal.

Demonstracdo. Considere Rs. Como ja vimos, Rs é normal. Vamos mostrar que Rs x Rg
ndo é normal. Considere D = {(x,—x) : x € Rs}. Note que D é discreto e fechado. De fato,

os conjuntos da forma
[x,x+1) X [-x,—x+1)N D = {(—x,x)}

sdo abertos em D e, portanto, D é discreto. Para verificar que D é fechado, basta notar que

seu complementar é aberto (Exercicio).
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Algumas propriedades sobre produtos

Note que Rs x Rg é separavel (Proposicdo 1). Logo, Rs x Rs tem um denso enumeravel e
um discreto fechado de tamanho continuo. Logo, pelo Lema de Jones (ver Exercicios da

Aula 8), Rs x Rg n3o é normal.

A aula 12 terminou aqui.
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Propriedades do produto

O préximo resultado é um bom teste para verificacdo de continuidade de uma funcg3o sobre a
topologia (fraca) induzida por uma familia de aplicages.

Teorema 5

Seja f : (Z,0) — X uma funcdo, onde consideremos em X a topologia T induzida por uma
familia de aplicagcdes f, : X — (Xu,7a). Entdo f € continua se, e somente se, para todo

a € A, f,of écontinua.

Demonstragdo. Se f é continua, entdo f, o f é continua (composta de continuas).

Por outro lado, seja V um aberto basico de X. Logo, V = (,cr fa *(Va), onde F ¢ finito e

V, € 1,. Temos assim

FYV)=f1 (ﬂ fa_l(Va)> = () (1 (Va)

a€cF a€eF

=) (o f) (Vo).

acF
Note que o dltimo termo é aberto pois é intersecdo finita de abertos.
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Propriedades do produto

Corolério 6
Seja f:(Z,0) = []pea Xa uma funcdo. Entdo f é continua se, e somente se, para todo

a € A, oo f é continua.

Demonstracdo. Considere f, = 7 : HﬁeA Xz — Xa no Teorema anterior.
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Propriedades do produto

Vamos agora caminhar para um teorema que iremos usar diversas vezes no texto: o Teorema
da Imersdo.

Definicdo 7

Sejam ((XasTa))aea Uma familia de espacos topoldgicos, (Z,T) um espaco topoldgico e
(fa)aeca uma familia de fungdes da forma f, : Z — X,. Chamamos de funcdo diagonal a

funcdo

Noeafo: Z— [ X
acA

Z = (fa(z))aeA

Note que, pelo Coroldrio 6, obtemos:
Proposicio 8
Se cada f,, € continua, entdo A,caf, € continua (e vale a reciproca).

Demonstragdo: Note que g o (Aycafy) = f3 para todo § € A.
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Propriedades do produto

Veremos agora condi¢cOes para que exista uma cépia de X dentro de um produto. Depois,
veremos que tal produto tem boas propriedades, sendo algumas hereditarias - o que vai

permitir concluir novas propriedades sobre o préprio X.
Definicdo 9

Dizemos que f : X — Y é uma imersdo se f : X — f(X) é um homeomorfismo. Dizemos

neste caso que Y contém uma cdpia de X (como subespaco).
Definicdo 10

Seja F = {fy, : X = X, | « € A}. Dizemos que F separa pontos se para quaisquer x,y € X
distintos, existe f € F tal que f(x) # f(y). Dizemos que F separa pontos de fechados se,

para todo x € X e F C X fechado tal que x ¢ F, existe f € F tal que f(x) ¢ f(F).
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Propriedades do produto

Teorema 11 (Teorema da imersdo)

Seja F = {fy, : X = X, | a € A} familia de funcées continuas. Se F separa pontos, ent3o
Ageafa : X — Hae aXa € injetora. Se, além disso, F separa pontos de fechados, entdo
Aqecafe € uma imersdo.

Demonstragdo. Sejam x,y € X distintos. Entdo existe § € A tal que fg(x) # fz(y). Logo
pois T3 (Aacafa(x)) = f3(x) e 75 (Aaeala(y))s = f5(y).

Ja temos que a aplicacdo é continua pela Proposicao 8.

Do parédgrafo acima, A,cafy € injetora. Resta mostrar que A,cafo(F) é fechado (na

imagem) para todo F C X fechado (pois disso segue que sua inversa é continua).
Seja z € Dpeafa(F) N DAneafa(X) onde z = (24),ca- Seja x € X tais que Aycafa(x) = z.
Vamos mostrar que x € F (e, portanto, que z € Ayeafa(F)).

Suponha que ndo. Logo existe 3 € A tal que fz(x) ¢ f3(F) (pois tal familia separa pontos de
fechados). Seja V3 C Xp aberto tal que f3(x) € Vg e VgNfz(F) = 0.
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Propriedades do produto

Para todo o € A, com « # f3, denote V, = X,. Seja V = [[,ca Ve
Note que z € V/, pois zg = f3(x) € V3.
Note que V N Ayecafo(F) =0, pois Vg N fz(F) = 0.

Logo z ¢ Ayeafa(F), contradigdo.
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Propriedades do produto

Proposicao 12

Seja (X, T) um espago completamente regular. Entdo F = {f : X — [0,1] | f € continua }
separa pontos de fechados (em particular separa pontos).

Demonstragdo. Considere F C X um fechado ndo vazio e x ¢ F (em particular se Y = {y}
com x # y). Por X ser T3%, existe f € F tal que f(x) =0e f(Y) = {1}. Logo,

0¢ {1} = F(Y).
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Propriedades do produto

Vamos mostrar uma aplicacao importante do Teorema de Imers3o.

Corolario 13
Seja (X, T) espago topoldgico. Entdo (X, T) é completamente regular se, e somente se,

existe A tal que (X, T) é homeomorfo a um subespaco de [[,c4[0,1].

Demonstragdo. Como [0, 1] é completamente regular, [],c4[0, 1] é completamente regular e,
portanto, qualquer um de seus subespagos também é (77 e T,1 sdo invariantes topolégicos —
2

Lembrar que todos os Axiomas de Separa¢do sdo invariantes topoldgicos).

Reciprocamente, se (X, ) for completamente regular, basta notar que
F={f: X —[0,1] | f é continua } separa pontos de fechados (e também pontos). Tome

A = F e aplique o Teorema 11 (da Imers3o).

Observagdo: Neste corolario, se denotarmos por D : X — []¢. £[0, 1] a funcdo diagonal do

Teorema 11, note que D(x) = (f(x))fer.
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Exercicios - Propriedades do produto

1. Mostre que, se fi,...,f, : X = R sdo fun¢des continuas, entdo
g(x) = max{f(x),...,f(x)} é continua.

2. Mostre que o conjunto D construido na demonstracdo da Proposicdo 4 é fechado.

3. Mostre que, se cada (X, Tn),cry tem base enumerdvel, entdo [], .y Xn também tem base
enumerdvel.

4. Mostre diretamente que se (X, 7) e (Y, 0) sdo separdveis, entdo X x Y é separavel.

5. Considere ((Xp, dn))pcny €SPagos métricos. Sem perda de generalidade, podemos supor que
cada d, é limitada por 1 (ver o Exercicio 1.4.15 das notas do Leandro).
(a) Mostre que d : [],cn Xn X [1pen Xn — R dada por d(x,y) = sup {da(x(n),y(n)) : n€ N} é
uma métrica sobre [,y Xo-
(b) Mostre que n3o necessariamente a topologia induzida por esta métrica é a mesma que a
topologia produto (induzida pela topologia de cada uma das coordenadas). Uma delas tem mais
abertos que a outra. Qual?

(c) Mostre que se o produto tiver apenas finitas coordenadas, ambas topologias coincidem.
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Exercicios - Propriedades do Produto

6. O objetivo deste exercicio é mostrar que Rs (reta de Sorgenfrey) ndo tem base enumerdvel
de uma maneira alternativa.
(a) Suponha que Rg tem base enumerdvel. Note que Rs x Rg também tem.
(b) Considere D = {(x, —x); x € Rs}. Note que tal conjunto ndo tem base enumeravel.

(c) Lembre que subsespago de conjunto com base enumerdvel também tem base enumeravel.

Chegue numa contradic3o.

7. Mostre que se (X;);c, € uma familia ndo enumerdvel tal que cada X; tem pelo menos dois

pontos, entdo todo G; (interseccdo enumerdvel de abertos) ndo vazio em [];., X; tem pelo

menos dois pontos.
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Exercicios - Propriedades do Produto

8. O objetivo deste exercicio é mostrar que [] ., N é separdvel se |A| < ¢(N com a topologia
usual ).

(a) Note que podemos supor sem perda de generalidade que A C R. Seja
Bo ={]p,q[NA: p < g € Q}. Note que By é enumeravel.

(b) Para cada n > 0, defina B, o conjunto de todos os subconjuntos de 5y com exatamente n
elementos e que sejam 2-2 disjuntos. Note que cada B, é enumeravel (use o fato que a
quantidade de subconjuntos finitos de um conjunto enumerdvel é enumerével).

(c) Fixe n>1. Para cada (ai,...,an) € N" e cada {J,...,Jp} € B, (vamos supor que J; < J; se
i < j Isto é, todo elemento de J; é menor que todo elemento de J;). Defina

farssan) {rndny = A — N por

ajse a € J;
far, . mran) (e sy (@) =

0 caso contrario
Note que o conjunto de todas estas funcdes é enumerdvel (com n fixado). Seja D o conjunto de
todas essas fungdes (com n variando). Note que D também é enumerdvel.
(d) Note que D C J[,caN.
(e) Mostre que D é denso em [, N.

ICMC - USP Topologia



Exercicios - Propriedades do Produto

9. O objetivo deste exercicio é mostrar que se cada (X,, 7o) €é separavel, entdo [[,ca Xa
também é separavel se |A| < c.

(a) Fixe Do C X, denso enumerdvel em cada X,. Mostre que [[,.4 Do é denso em J], 4 Xao

(b) Para cada a € A, seja p, : N — D, bijetora. Note que cada ¢, é continua.
(c) Defina f: ] caN — []oca Da- Mostre que f é continua.
(d) Conclua que [],ca Xa €é separavel.
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