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Homeomorfismos

Definicao 1

Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos topoldgicos. Dizemos que uma fungdo f : X — Y é um
homeomorfismo, se f é bijetora, continua e f~1 é continua. Neste caso, dizemos que (X, T)
e (Y, o) sdo homeomorfos.

Intuitivamente, mostrar que dois espacos dados sdo homeomorfos é “facil” : basta exibir um
homeomorfismo. Por outro lado, mostrar que dois espagcos nao sao homeomorfos costuma ser
uma tarefa mais “dificil”: precisamos mostrar que n3o existe um homeomorfismo. Nesse
sentido, encontrar invariantes topoldgicos é bastante (til, ja que se um dos espacgos satisfaz

algum invariante enquanto o outro n3o, ja temos automaticamente a n3o existéncia de

homeomorfismos.
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Homeomorfismos

Definicdo 2
Chamamos uma propriedade P de um invariante topoldgico, se ela é preservada por
homeomorfismos. Isto é, se (X, 7) e (Y, o) sdo espacos homemorfos, entdo (X, T) tem a

propriedade P se, e somente se (Y,o) tem P.

Exemplo 3
Todos os axiomas de separacdo e de enumerabilidade que apresentamos sdo invariantes

topoldgicos.

Por exemplo, provamos na Proposicdo 25 da Aula 5 que se X é separdvel e f : X — Y é

continua e sobrejetora, entdo Y também é separdvel.

Assim, se f é um homeomoforfismo entre X e Y, temos que o fato de X ser separavel implica

Y ser separavel. J& a funcdo f~1 nos dd que Y ser separavel implica que X também é.

Exercicio: Faca a demostracdo para os axiomas 1 e 2 de enumerabilidade,
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Homeomorfismos

Nem tudo que é discutido no dmbito de espacos métricos é topoldgico.

Exemplo 4

Seja o conjunto X = {% :neN } Sobre este conjunto podemos ter a métrica di, herdada

da métrica usual em R e, também, podemos ter a métrica discreta dp, dada por

O espaco (X, d1) n3o é completo, pois (%)nEN

em (X, d1). Por outro lado, (X, d2) é completo, pois com a métrica discreta, qualquer

é uma sequéncia de Cauchy que n3o converge

espago é completo.

A métrica d; induz a topologia 7 sobre X que é a topologia induzida de R sobre X. Por
outro lado, a métrica d» induz a topologia discreta o sobre X. Note que, neste caso, 7 = o.
Portanto, a fungdo f : (X, d1) — (X, d»), dada por f(x) = x é um homeomorfismo.

Logo, apesar da propriedade “ser sequéncia convergente” ser um invariante topoldgico, a

propriedade “ser sequéncia de Cauchy” n3o é.

ICMC - USP Topologia



Homeomorfismos

O invariante topoldgico que de fato estd envolvido aqui é “ser completamente metrizdvel”,

isto é, admitir uma métrica completa compativel com a topologia.

Vamos terminar esta secdo mostrando alguns resultados envolvendo a topologia da ordem e
dando uma caracterizagdo para o reais (a menos de homeomorfismos).

Definicao 5

Seja (X, <) um conjunto ordenado. Dizemos que < é uma ordem total se, para todo

x,y € X, valex <y ouy<x.
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Homoemorfismos

Definicao 6
Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado. Chamamos de topologia da ordem sobre
(X, <) a topologia gerada pelos seguintes conjuntos (para todo a, b € X):

(a) (a,+0) ={xe X :a<x}

(b) (—oo,b)={x€ X :x< b}

Exemplo 7
As topologias usuais sobre R,Q, N e [0, 1] sdo as topologias induzidas pelas ordens usuais dos

respectivos conjuntos.
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Homeomorfismos

Definicao 8
Sejam (X, <) e (Y, =) conjuntos ordenados. Dizemos que f : X — Y é um isomorfismo de

ordem se f € bijetora e, para todo a,b € X, temos a < b se, e somente se, f(a) < f(b).

Definicao 9
Seja (X, <) um conjunto ordenado. Dizemos que < é uma ordem densa se para todo

x,y € X, comx <y, existezec X talquex <z <y.
Exemplo 10

Os conjuntos R, Q e [0, 1] tém as ordens usuais densas enquanto N ndo tem.

Vamos apresentar uma maneira de caracterizar os reais com esta linguagem. Para isso,
vamos apresentar antes outra caracterizacdo interessante, mas esta sobre os racionais. O

seguinte lema serd bem (til na demonstracdo.
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Homeomorfismos

Lema 11

Seja {a1,...,ant1} conjunto totalmente ordenado e seja Y um conjunto totalmente
ordenado com ordem densa e sem maior nem menor elemento. Dada f : {a1,...,an} = Y
fung¢do injetora que preserva ordem, existe f {a1,...,an+1} — Y extensdo de f que é
injetora e que preserva a ordem.

Demonstracdo. Note que sé precisamos definir f(a,,H) de forma a preservar a ordem.
Temos trés casos.

Caso 1: apy1 < ag para todo k < n

Caso 2: apy1 > ag para todo k < n

Caso 3: Existem i,j < n tais que a; < apq1 € apy1 < ;.

Vamos resolver o Caso 3, os outros sdo andlogos. Sejam

E =max{a;: aj < apt1,i < n}

D =min{a; : ap+1 < aj,j < n}

Note que, como a ordem de Y ¢ densa, existe y € (f(E), f(D)). Defina fans1) =y.
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Teorema 12
Todo conjunto enumeravel, totalmente ordenado com uma ordem densa e sem maior nem

menor elementos € isomorfo (e, portanto, homeomorfo) a Q.

Demonstragdo. Seja (X, <) como no enunciado e {x, : n € N} uma enumeragdo para X.
Seja, também, {q, : n € N} uma enumeracgio para Q. Vamos definir indutivamente

f : X = Q um isomorfismo de ordem. Primeiramente, definimos f (x1) = q;.

Agora aplique o lema anterior para os conjuntos {xj,x»} e Q. Desta forma, temos definidos
f (x1) e f (x2). Agora invertemos um pouco o papel e estendemos f ! da seguinte forma:
aplicamos o lema para Im(f) U {qx} e X onde k = min{n: g, ¢ Im(f)}. Dai estendemos
f~1 para gx. No passo seguinte, invertemos novamente e aplicamos o lema para

dom(f) U {xx} e Q, onde k = min{n: x, ¢ dom(f)} e estendemos f para xx. Continuamos
esse processo, sempre alternando a extensdo (entre f e =1 ). Note que, no final, temos que
a f obtida preserva ordem e é injetora. Note que ela estd definida para todo x,, ja que
sempre tomamos o menor indice na hora de estender f e, da mesma forma, temos que f é

sobrejetora pois sempre tomamos g, de menor indice na hora de estender f~1.

Para o homeomorfismo lembrar da base de topologia induzida por familia de subconjuntos.

Da monotonicidade, imagem de intervalos abertos, por f e f~1 s30 intervalos abertos.
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Supremo/infimo

Definicao 13

Seja (X, <) um conjunto ordenado e A C X. Dizemos que:

M € X é uma cota superior para A, se a < M para todo a € A.
A € limitado superiormente, se possuir uma cota superior (em X).
M € X é uma cota inferior para A, se M < a para todo a € A.

A € limitado inferiormente, se possuir uma cota inferior (em X).

vV v v. v Y

Seja A C X limitado superiormente. Dizemos que S € X € o supremo de A (se existir) se S

for a menor das cotas superiores de A.

» Seja A C X limitado inferiormente. Dizemos que s € X € o infimo de A (se existir) se s for a

maior das cotas inferiores de A.

» Dizemos que (X, <) é completo se todo A C X limitado superiormente possuir supremo e

todo B C X limitado inferiormente possuir infimo.
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Homeomorfismos

Finalmente, a caracterizacdo para os reais:

Teorema 14
Todo espaco totalmente ordenado, com ordem densa, sem maior nem menor elementos,

completo e separdvel é homeomorfo a R.

Demonstragdo. Seja (X, <) como no enunciado. Seja D C X denso e enumerdvel. Vamos

mostrar que D satisfaz as hipdteses do teorema anterior (Teorema 12).

Suponha por contradigdo que D possua maior elemento m. Note que (m, +00) é um aberto
n3o vazio em X (pois X n3o possui maior elemento). Mas (m,+0c0) N D = (), contrariando a

densidade de D. Analogamente, D n3o tem menor elemento.

Suponha que a ordem de D n3o seja densa. Ent3o, existem di,d» € D tais que di < db e
(d1,d2) N D = (. Mas, como a ordem em X é densa, (d1,d>) # 0, o que é, novamente, uma

contradicdo com o fato de D ser denso em X.
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Homeomorfismo

Desta forma, podemos tomar f : D — QQ o isomorfismo dado pelo teorema anterior. Vamos

estender f para X da seguinte forma:

f(x) =sup{f(d):d e D,d <x}.
Note que, pela densidade de D,f preserva a ordem. Pela completude de X, temos que fé
bijetora (veja o Exercicio 4 abaixo).

Corolario 15
Sejam a,b € R, com a < b. Entdo, (a, b) é€ homeomorfo a R, assim como (a, +o0) e
(—OO, b)
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Exercicios - Homeomorfismos

1. Mostre que composicdo de homeomorfismos é um homeomorfismo.
2. Mostre que ‘“ser uma sequéncia convergente” é um invariante topoldgico.

3. Seja {% ‘n€ N} U {0} com a topologia induzida por R. Mostre que tal espago e o espago

da sequéncia convergente (Exemplo 3 da Aula 6) sdo homeomorfos.
4. Mostre que a funcio f construida na demonstracao do Teorema 14 é bijetora.

5. Se X e Y sdo conjuntos totalmente ordenados e com a topologia da ordem, mostre que se
f: X — Y é um isomorfismo de ordem, entdo f é um homeomorfismo (quando X e Y sio

considerados com as topologias da ordem).
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Exercicios - Homeomorfismos

6. Mostre que todo espaco totalmente ordenado com uma topologia da ordem sempre é de
Hausdorff.

7. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e com a topologia da ordem. Mostre que se X
tem um ponto isolado (x € isolado se {x} é aberto) entdo < ndo é uma ordem densa. D& um
exemplo de que ndo vale a volta.

8. Mostre que Q e Q\{0} sdo homeomorfos.

9. Dizemos que (X, 7) é um espaco homogéneo se para todo x,y € X, existe f : X — X
homeomorfismo de forma que f(x) = y.

(a) Mostre que R é homogéneo.

(b) Mostre que (a, b) é homogéneo.

(c) Mostre que NU {oo} como no espaco da sequéncia convergente (Exemplo 3 da Aula 6) n&o é
homogéneo.

10. Dizemos que f : X — Y é uma fun¢3o aberta se f(A) é aberto para todo A aberto em X
(definimos uma fungdo fechada de maneira andloga). Mostre que, se f é um
homeomorfismo, entdo f é aberta.

11. Seja f : X — Y uma func3o continua, injetora e aberta. Mostre que, se B € uma base em Y,
entdo {f1(B): B € B} é uma base em X.



Exercicios - Homeomorfismos

12. Considere o conjunto X = [0,1) U [2,3).
(a) Considerando X como subespago de R, note que 2 ¢ [0,1).

(b) Considerando X com a topologia da ordem (usando a sua ordem usual), note que 2 € [0, 1).

(c) Conclua que “descer para subespago” e “tomar a topologia da ordem induzida” ndo comutam.

13. Mostre que vale o seguinte enunciado alternativo para o Teorema Tietze: Sejam(X,7)
espaco T4 e I C R intervalo. Sejam F C X fechado e f : F — | func3o continua. Entd3o

existe f : X — | extens3o continua de f.
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Produtos

Vamos apresentar algumas constru¢Ges comuns com espacos topoldgicos - pense nisso como

uma maneira de criar novos espacos a partir de antigos.

Produto

Nesta secdo, vamos apresentar como fazer o produto entre espacos topoldgicos. Vamos
comegar com o produto finito e provar algumas propriedades basicas. Depois, quando
fizermos o produto geral, veremos que esses resultados sao casos particulares. Mas optamos

por esta ordem por questdes didaticas.
Definicdo 16

Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos topoldgicos. Definimos a topologia produto sobre X x Y

como a topologia gerada pelos conjuntos da forma A x B, onde Ac 7 e B € 0.

Note que se B; e B sdo bases para (X, 7) e (Y, o) respectivamente, entdo

B={By x By:Bj€B1,B;c By} é base para X x Y (veja exercicio abaixo)
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Proposicao 17
Se (X, 7)e(Y, o) sdo espacos de Hausdorff, entdo X x Y também é.

Demonstragdo. Sejam (a, b),(x,y) € X x Y distintos. Suponha, sem perda de generalidade,
x # a. Entdo, existem U, V € 7 disjuntos tais que x € U e a € V. Note que
(x,y) e UxY,(a,b) e V x Yetanto Ux Y, quanto V x Y, sdo abertos disjuntos.

Proposicao 18
Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos topoldgicos, sendo (Y, o) espaco de Hausdorffe f : X — Y
uma fungdo continua. Entdo, o grdfico de f, G = {(x,f(x)) : x € X}) é fechado em X x Y.

Demonstragdo. Seja (x,y) ¢ G. Precisamos encontrar uma vizinhanca aberta de (x, y) que
ndo intercepte G. Como (x,y) ¢ G,y # f(x). Sejam A, B € o disjuntos tais que y € A e
f(x) € B. Como f é continua, seja V aberto de X tal que x € V e f(V) C B. Note que
(x,y) € VxAe(VxANG=(. Defato, se z € V, entdo f(z) € B. Portanto, f(z) ¢ Ae
(z,f(z)) ¢ V x A
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Produto

Considere a fungdo mx : X X Y — X dada por mx(x,y) = x. Note que mx é continua

(77)_(1(A) = A x Y). Esta fungdo é chamada de fun¢do projecdo em X.
De forma andloga, definimos 7y .

Note que, na verdade, {73'(V): V é aberto em X} U {7, }(W): W ¢é aberto em Y}

geram a topologia em X x Y.

E essa é a menor colecdo possivel de forma que as projecdes sejam continuas - se um destes
conjuntos n3o fosse aberto, seria uma testemunha para o fato da respectiva projecdo n3o ser

continua.

Isso nos motiva a definir a topologia produto no caso geral: faremos a “menor” topologia

que faz com que as projecOes sejam continuas.

Definir uma topologia assim, querendo que uma determinada familia de fung¢Ges seja
continua n3o é t3o incomum, entdo vamos aproveitar para ja definir esse caso geral.

(Topologias fraca e fraca* de Analise Funcional).
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Definicao 19
Seja F uma familia de funcées da forma f,, : X — Y,, a € A, em que X é um conjunto e
cada (Yu, Ta) € um espago topoldgico. Chamamos de topologia (fraca) induzida por F a

topologia sobre X gerada pelos conjuntos da forma f;1(V), ondea € Ae V € 7,.
Note que, desta forma, cada f, é continua para todo a € A(veja exercicios abaixo).

Agora temos todo o material para definir o produto no caso geral.
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Defini¢ao 20
Seja ((Xa, Ta))aea uma familia de espacos topoldgicos. Defina o produto dos ((Xu,7a))aca

como

H X, = {(Xa)aeA " Xq € Xa}

acA
com a topologia fraca induzida pelas funcdes (7o) ,ca onde cada m, @ || peaXp = Xo €
dada por m,, <(X/B),B€A) = Xq (chamamos x, de a-ésima coordenada de (xa),cp)-

Esta topologia é chamada de topologia produto sobre [, Xa (ou topologia de Tychonoff).

Note que tal topologia é gerada pelos conjuntos da forma HﬁeA V3, onde

V  sef=ua«a
Xz se B #a

onde V é um aberto de X,.

ICMC - USP Topologia



Produto

Isso é verdade pois 7, (V) = [pea Vs

Fechando tal familia por interse¢des finitas, temos uma base para a topologia. Ou seja, uma

base para tal espaco é formada por conjuntos da forma:

v
acA
onde {av € A: V, # X,} é finito e cada V,, é aberto em X,.

Chamaremos tais abertos de abertos basicos do produto.

Neste caso, também se costuma chamar de suporte do aberto o conjunto finito
{a € A: Vy # Xo}.
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Produto

Em geral, produto de abertos nio é aberto: por exemplo, o produto A =[], (0, n) ndo é

um aberto em [ .y R.

De fato, o ponto x = (%)neN (isto é, em todas as suas coordenadas s3o iguais a % ) é um
ponto de A. Mas n3o existe um aberto basico contendo x e contido em A. Para ver isso,
suponha que V seja um aberto basico tal que x € V C A. Seja n fora do suporte de V. Note
que o ponto y = (Yk),en ONde

1
Esek#n

—1 caso contrario

Yk =
é tal que y € Vmasy ¢ A.

Apesar de produto de abertos nem sempre ser aberto, o produto de fechados sempre é

fechado.
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Proposicao 21

Se (Fa)yea € uma familia tal que cada F,, € um fechado em X, entdo [],ca Fa € fechado

em HaGA Xa'
Demonstracdo. Seja X = (Xa)nea € [laca Xa\Ilaca Fa- Logo, existe a € A tal que
Xa & Fa. Note que V =[5, Vj onde

X \Fa sef =«

Vg =
X3 se B # «

é um aberto tal que x € Ve VN[ ,caFa =0.

Vamos terminar esta secdo mostrando como algumas propriedades de separagao se

comportam no produto.
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Proposicao 22
Se cada X, € T;, entdo [[,cao Xo € T;, parai €{0,1,2,3}.
Demonstracdo. Ty Exercicio.

T; Pela proposicdo anterior e pela caracterizacdo dos unitarios serem fechados.

T> Sejam x # y e o € A tais que X, # Y. Sejam U e V abertos disjuntos de X, tais que
Xa € U ey, € V. Note que [[5.4 Us € [[5ca Vi, onde

U sef=a

Us =
Xg  caso contrdrio
V sef=u«

Vg =

Xz caso contrdrio

sdo abertos que separam x e y.
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T3 Seja x € [[,caXa € seja [[,ca Va aberto bésico (i.e., cada V,, é aberto em X, e
{a € A: V, # X,} éfinito). Para cada « tal que V,, # X, seja W,, aberto em X, tal que

Xxqo € Wy Cc W, C V, (usando T3). Note que HaeA W é uma vizinhanga fechada de x onde

Note, também, que [[,ca Wi C []oca Va.
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Exercicios - Produtos

1. Sejam (X1, 71), (X2, 72) espagos topoldgicos e sejam By e By bases para eles

respectivamente. Mostre que B = {B; X By : By € Bj, By € B} é uma base para X1 x Xj.

2. Mostre que um espago (X, 7) é de Hausdorff se, e somente se,
D ={(x,x) € X x X : x € X} é fechado em X x X.
3. Sejam (X, 1) e (Y,0) espagos topoldgicos ndo vazios. Seja y € Y.

(a) Mostre que (X, 7) é homeomorfo a X x {y}
(b) Se (Y,o0) é Ty, mostre que X x {y} é fechado (em X x Y).

4. Considere f : R — R dada por

f(x) = se x #0

1
X
0  caso contrario

Note que o grafico de f é fechado em R? mas que f n3o é continua.
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Exercicios - Produtos

5. Seja (fo),ea familia de fungdes da forma f, : X — X,. Mostre que a topologia fraca em X

induzida por tal familia é a menor topologia sobre X tal que cada f, é continua.

6. Seja ((Xa»Ta))aea familia de espacos topoldgicos. Para cada a € A, seja B, C X,. Mostre

que [Joea Ba = [laea Ba-
7. Considere R com a métrica usual.
(a) Mostre que de : R? x R? — R dada por

de ((x1, x2) , (y1,¥2)) = \/(X1 1)’ + (e — y)?

é uma métrica sobre R? (métrica euclidiana).
(b) Mostre que dr : R? x R? — R dada por

dr ((x1, %), (11, ¥2)) = 1 — y1l + [x2 — a2
é uma métrica sobre R? (métrica do taxista).
(c) Mostre que dy : R? x R? — R dada por

du ((x1, x2) , (v1,y2)) = max{|x1 — y1, X2 — ya[}
é uma métrica sobre R? (métrica do maximo).

(d) Mostre que todas a métricas dos itens anteriores induzem a topologia do produto entre R x R

(e, portanto, sdo todas equivalentes).
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Exercicios - Produtos

7. Dada uma familia (X4),c4 de espacos topoldgicos, poderiamos adotar no seu produto a
topologia gerada pelos conjuntos da forma

v

acA

onde cada V,, é aberto em X, (ou seja, ndo ha aquela restri¢cdo sobre os suportes). Essa
topologia é conhecida com a topologia da caixa e denotada por [,caXy.

(a) Em geral, qual topologia tem mais abertos - esta ou a usual?

(b) Quem é a topologia de (ycaN ? (N com a topologia usual)
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Exercicios - Produto

Definicao 23
Seja V' um espago vetorial sobre R. Chamamos uma fungo (-,-) : V. x V — R de um

produto interno se sdo satisfeitas as seguintes condicées, para quaisquer a,b,c € V e A € R:

(a) {a+b,c)=(a,c)+(b,c)
(b) (Aa, b) = A a, b)
(c) (a,b) = (b,a)
(d) (a,a) >0sea#0
8. Mostre que {(a, b), (x,y)) = ax + by é um produto interno em R?. Este é o produto interno
usual de R?.
9. Seja V espago vetorial sobre R com produto interno (-,-). Sejam a,b € V.
(a) Suponha a # 0. Mostre que (a,b— X\a) =0, onde \ = E"’ Z>
(b) Suponha a # 0. Mostre que (b, b) = (b Aa, b — \a) + A?(a, a), onde \ é o mesmo acima.
(c) Suponha a # 0. Mostre que (b, b) > {2 .b)°
(d)

(a,a)
d) Mostre que (a, b)? < (a,a)(b, b). Esta é a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Exercicios - Produto

10.

11.

Definicao 24
Dado um espaco vetorial V' sobre R, dizemos que uma fungio || - || : V — R é uma norma

sobre V se, dados u,v € V e A € R:
lv]| >0sev#0

A= IALIv]

Ju+ vl < Jlull + [lv]

Seja V espaco vetorial sobre R com produto interno (-, -) Mostre que a fun¢do
|-l : V — R dada por ||a]| = y/(a, a) é uma norma sobre V. Chamamos tal norma de

norma induzida pelo produto interno (-, )

Dada uma || - ||, mostre que d(x,y) = ||x — y|| é uma métrica. Esta é a métrica induzida pela

norma || - |.

Mostre que a métrica euclidiana em R? é a métrica induzida pela norma induzida pelo

produto interno usual de R2.
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