MAT0164 - Niimeros Inteiros: uma introduciao a matematica

Lista 4

Inducdo

1° Semestre de 2023

(1) Seja P(t) uma sentenga aberta que depende da varidvel ¢ e 179 um nimero natural. Prove que vale
o seguinte principio de inducdo generalizado: se P(1ng) é verdadeiro e P(n) = P(n + 1) para todo
n > ny, entdo P(t) é verdadeira para todo t > ny.

(2) Seja P(t) uma sentenga aberta que depende da varidvel f e 19 um nimero natural. Prove que
vale o seguinte principio de indugdo (chamado de indugdo forte): se P(ng) é verdadeiro e, para todo
n > ng, a sentenga (se P(m) é verdadeira para todo m tal que ng < m < n, entdo P(n + 1) é
verdadeira) é verdadeira, entdo P(f) é verdadeira para todo ¢ > ny.

(3) Seja P(t) uma sentenga aberta que depende da varidvel ¢ e 179 um nimero natural. Prove que vale
o seguinte principio de indugdo (chamado de indugdo reversa): se P(ng) é verdadeiroe P(n+1) =
P(n) para todo natural n < ng, entdo P(t) é verdadeira para todo f natural tal que t < ny.

(4) Prove o Principio da boa ordenagdo: todo subconjunto ndo-vazio formado por nimeros naturais
possui um menor elemento, ou seja, para todo S C IN, vale o seguinte: se S # @, entdo existe n € S
tal que n < m para todom € S.

(5) Prove que

n
(a) zk=1+2+...+n=@,wzl;
k=1
12 12 4 2 o _n(n+1)(2n+1)
(b)) L kF=1"4+2"+.. . +n" = g ,Vn > 1;
k=1
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(c) YR =130 b= (@) ,Vn > 1.
k=1

(6) Prove por indugdo as seguintes desigualdades:

(a) [Desigualdade de Bernoulli] (1+ k)" > 1+ nh, para todo nimero real 1 > —1 e inteiro n > 0.
(b) 3" > 13, para todo natural n > 4.

(¢) n3 < 2", paratodo n > 10.

(d) 2n® < 3n? +3n + 1, para todo n > 3.



(7) Prove por indugdo que

(a) n3 4 2n é sempre divisivel por 3 para todo n > 0;

(b) 5" — 4n + 15 é sempre divisivel por 16 para todo n > 0;

(c) 2n® 4 3n? 4 7n é sempre divisivel por 6 para todo n > 0.

(d) 4?"—1 + 1 é sempre divisivel por 5 para todo n > 1.

(e) 6272 4 3"+ 4 371 ¢ sempre divisivel por 11 para todo n > 1.

(8) Determine o menor inteiro positivo k com a seguinte propriedade: se n > k, entdo existem a e b
naturais tais que 5a + 3b = n.

(9) Sejam a e r dois nimeros reais. Dizemos que a sequéncia (ay,...,a,), onde a; = a,a, =
a+r,a3=a+2r,...,a, =a+ (n—1)réuma progressdo aritmética de razdo r. Prove, utilizando
o principio de inducao finita, que a soma dos 7 primeiros termos de uma progressao aritmética € dada
por:

n

n2a+ (n—1)r
Y ai=a+(a+r)+(a+2r)+... 4+ (a+(n—-1)r) = ( (2 )r)
i=1

(10) Considere a seguinte sequéncia de somas:

1 _ 1
a = 2
bvh =
1,2,.3 _ 2
aTata T u
1,2 3,4 _ 119
T TaTEs T 10
e seja P(n) a soma
1 2 3 n—1
E+§+Z+...+ ol

Determine uma expressdo para P(n) e, em seguida, utilizando o Principio da Indugéo Finita, prove
sua validade para n > 2.

(11) Prove que se n > 3, entdo a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é

(n—2) - 180°.

(12) Seja S uma colecdo finita de n > 3 pontos no plano, ndo todos colineares.

(a) Prove que existe uma reta que contém exatamente dois pontos de S.
[Dica:] Considere o ponto p de S e a reta r contendo pelo menos dois pontos de S tais que p
ndo contém r e tal que a distancia entre p e r € a menor possivel.

(b) Prove que existem pelo menos 7 retas distintas que contém pelo menos dois pontos de S.



(13) Sabe-se que a forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi é dada por
z = p(cos B + isenh),

onde 6 = arg z e p =|z| = Va? + b2. Prove, utilizando o Principio de Indugdo Finita, a férmula de
De Moivre, isto é, se z = p(cos 8 + isenf), entdo

z" = p"(cos(nf) + isen(nh)), Vn € N.

(14) Seja n natural. Prove que existe um polindmio P, de grau n e coeficientes inteiros tal que
P,(cosx) = cosnx para todo x real. Qual o coeficiente independente de P,? Qual € o coeficiente
lider de P,,?

(15) Dois produtos notaveis muito conhecidos sdo os chamados diferenca de quadrados e diferenca
de cubos:

¥ -yt =(x+y)(x—y)
¥y = (x—y)(* +xy +y°)
(a) Prove que x — y divide x" — y" para quaisquer inteiros x, y e 1 natural.

(b) Prove que x + y divide x" + y" para quaisquer inteiros X, y e # natural impar.

(16) Seja P um polindmio de coeficientes inteiros. Prove que x — y divide P(x) — P(y) para quais-
quer inteiros x, y. O resultado ainda é verdadeiro se assumirmos apenas que P(m) € inteiro para todo
inteiro m?

(17) Para todo inteiro n > 1, prove que

n

1
(a) g :1+x+x2+...+x”_1+1x se x # 1;

(b) 1424224, . +2" 1 =21,

(18) [Binomio de Newton] Seja 7 natural. Prove que existem inteiros (), onde 0 < k < n tais que,
para todos a e b reais (ou complexos),

(a+0b)" = i (Z) av" k.

k=0
Além disso, ponha () = 0se 0 < k < n.
(a) Prove que, para todos m, n naturais, vale
n n n—+1
+ — ("),
k k+1 k+1

(b) Encontre uma férmula explicita para () quando n > k.



(19) Seja n um natural. Mostre que

o ()= 0 0)'-C)

(20) Sejam 7 e k inteiros nao-negativos com k < n. Prove que
k
; —1
)=
j=0 J

(21) Prove por inducdo finita para todo n > 1 que

(a)l-l-l—i- +1>13'
n+1 n+2 2n = 247

0 () () (- 2) -

() 1-U+2-214...4n-n'=nm+1)-1;

(22)
(a) Considere a sequéncia de nimeros inteiros (4, ), > dada por
2, sen =0;

ay = < 3, sen =1,
3a,_1—2a, 5, sen>2.

Mostre que
a,=2"+1, Vn>0.

(b) Considere a sequéncia de ndmeros inteiros (by, ),>0 dada por
0, sen =0;

by =<1, sen =1;
3b,_ —2b,_>, sen > 2.

Mostre que
b,=2"-1, Vn>0.



(c) Considere a Sequéncia de Fibonacci (fu)n>0 dada por

0, sen =0;
fn=11, sen = 1;
fo-1+ fu—2, sen>2.

Mostre que, para todon > 1,

(i) fr% _fn+1fn—1 = (_1)n+1}
(1) fos1fur2 = fufurs = (=1)"

(23) Seja (a,),>1 a sequéncia definida por a; = 1, e, para todo inteiro n > 1,

) -(n+1).

1
Ap+1 = an 1+ e
(a) Calcule ay, a3 e ay.

(b) Deduza uma férmula fechada para a,, e prove-a por indugéo.

(24) Seja (by),>0 a sequéncia definida por by = 1, e, para todo par de inteiros ndo negativos m e n
comm > n,

1
bm—i—n + bm—n = E(me + bZn)

(a) Calcule by, by, b3 e by.

(b) Deduza uma férmula fechada para b, e prove-a por indug@o.

(25) Prove que, se n é um multiplo de 5, entdo f,, também ¢é multiplo de 5.
(26) Prove que, se n ¢ um multiplo de 8, entdo f,, ¢ miltiplo de 7.
[Dica:] Prove que f,1+8 = 7fy+a — fu.

(27) Seja (fu)n>0 a sequéncia de Fibonacci, e sejam ¢ > @ as solucdes da equagdo x? = x+1.
Prove que, para todo 7 natural,

fnz%(q)”—fp”)-

(28) Prove que todo nimero natural pode ser representado como uma soma de nimeros de Fibonacci
distintos.
(29) [Bases numéricas| Seja b > 1 um inteiro. Prove que, para todo n > 1 natural, existem tnicos

t .
naturais f e do,dq,...,ds taisque dy # 0,0 < d; < bparatodol <i<ten= Y, d; D"
i=0



(30) Prove que, para todo 1 > 1, é possivel cobrir (sem intersec¢cdes) um tabuleiro 2" x 2" com uma
casa removida usando pecas em formato de ‘L’ (ou seja, pecas formadas por trés quadrados 1 x 1
com esse formato).

(31) Encontre todas as fungdes f: {1,2,...} — {1,2,...} tais que, para todo inteiro positivo 7,

FUS@))) + f(f(n) + f(n) = 3n.

(32) [Pizza de Steiner] Qual é o maior niimero de partes em que se pode dividir o plano com 7 retas?

(33) O que hd de errado com a seguinte demonstracao por inducao de que para todo inteiro positivo n
nés temos a" 1 = 1?

Demonstragio: Paran = 1,a'~! = 4% = 1, correto. Assumindo o teorema vilido para
k <mn,temos paran +1:

q(n+1)-1 n_ 4
como desejavamos.

(34) Suponha um campeonato de futebol com n > 2 times onde todos jogam contra todos uma tinica
. - )} . nn—1

vez. Prove por indu¢do que o nimero total de jogos € %

(35) Faga uma conjectura sobre as somas das diagonais ascendentes no Triangulo de Pascal conforme

indicado. Prove que sua conjectura € verdadeira.

RORER
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T
-

(36) Prove que ab™ + cn + d sera divisivel pelo inteiro positivo m para todo n > 0 quando a + d,
(b—1)ceab— a+ c forem divisiveis por m.

(37) Sejam Sq, ..., S, conjuntos. Prove que x € 51 A ---AS,, se, e somente se, X pertence a uma
quantidade impar dos conjuntos S; (por exemplo, paran = 2, x € S1/AS, se, € somente se, X pertence
a exatamente um dos conjuntos Sq, Sp).



1
(38) Suponha que x + T d é um inteiro.

1 o .
(a) Prove que x" + —, também € um inteiro, qualquer que seja o nimero natural 7.
X

(b) Encontre todos os valores de d > 2 tais que 194 é um termo da sequéncia

1, 1 5 1
x+—,x +—2,x +—3, .
X X X

(39) Um pais tem um certo nimero n > 2 de cidades com a seguinte propriedade: todo par de
cidades ¢ ligado por uma estrada de mao unica (ou seja, para cada par de cidades A e B, é possivel ir
diretamente de A a B ou de B a A, mas ndo ambos).

(a) Prove que é possivel fazer um caminho seguindo as estradas na méo correta que passa por todas
as cidades exatamente uma vez, ou seja, € possivel ordenar as cidades como cq,¢p,...,c, de
modo que hd uma estrada indo diretamente de ¢1 a cp, umade cp acs,...,eumade ¢, _1 acy.

(b) Mostre que, para todo n > 2, existe um pais com a propriedade do enunciado, com exatamente
n cidades, e tal que s6 hd um caminho como no item (a).

(40) Seja f a fungdo definida nos reais positivos tal que f(x) = e~1/% para todo x > 0. Prove que,
para todo 1 > 1, existe um polindmio de coeficientes reais P, tal que f(")(x) = P,(1/x)e~"/* para
todo x > 0.

(41) Prove que, para todo n > 6, € possivel particionar qualquer quadrado em n quadrados (ndo
necessariamente congruentes entre si). Por exemplo, a figura abaixo mostra um quadrado dividido
em 7 quadrados:




