Polindbmios de Taylor
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ja que
os seus valores podem ser obtidos através de operacdes simples
(adicdo e multiplicacdo). Parece natural, portanto, buscar
aproximar funcdes mais complicadas por funcGes polinomiais.

Nesta aula, vamos discutir a _ que fornece uma

regra para determinar o polindmio de grau n que ‘melhor aproxima’
uma funcdo dada ao redor de um ponto p.

Antes de tratarmos o caso geral, discutimos alguns _

para melhor entender o procedimento.
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Suponha que a _ um intervalo aberto

(a, b) e seja p € (a, b).

Neste caso, _ (polindmio de grau até 1)

que ‘melhor aproxima’ a funcao f ao redor do ponto p. Isto é,
vamos encontrar a reta

L(x) = m+ n(x — p)

A estratégia é encontrar m e n de modo que, em intervalos da

forma ip —,p+ (5i, com § arbitrariamente pequeno, a funcdo
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Definimos o erro que se comete ao aproximar f (x) por L(x) por

Chamamos de ‘melhor aproximagdo’ aquela para a qual E(p) =0e
E(x) é pequeno quando comparado com |x — p|, isto &,

Note que, E(p) = 0 implica que m = f (p) e para x # p, temos

LT R

e, nossa definicdo de melhor aproximacdo, determina a escolha de
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Definimos o Polinémio de Taylor de Ordem 1 de f (x) ao redor
de p por

Pi(x) = f(p) + f'(p)(x — p) |

P1 é a reta que melhor aproxima f ao redor de p. Note ainda que
o no ponto

(p, f(p))-
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Exemplo

O Polinémio de Taylor de Ordem 1 da funcdo f (x) = (1 — x)~2 ao
redor do ponto zero é Pi(x) =1+ 2x.

A
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Suponhamos agora que a
funcdo f (x) seja duas vezes diferenciavel e

‘melhor aproxime' f, ou seja, se E(x) = f (x) — P(x), entdo

E claro que a dltima condicdo expressa que o erro cometido é

pequeno quando comparado com (x — p)? e implica a pendltima.
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Assim, devemos procurar P(x)=co+c1(x — p)+c(x — p)?,
os coeficientes a serem determinados pelas condicGes acima.

que

Por fim, I'm ( ))2 = 0 implica que

Concluimos, portanto, que
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O Polindmio de Taylor de Ordem 2 de f (x) ao redor de p é

”(p)

Pa(x) = f (p) + f'(p)(x — p) + ——(x — p)*.

P> é o polinbmio de grau no maximo 2 que ‘melhor aproxima’ f ao
redor de p.
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Exemplo

O Polinémio de Taylor de Ordem 2 da funcdo f (x) = e* ao redor
do ponto zero é Py(x) =1+ x + 3x2.
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De forma geral, se a funcdo dada f (x) for derivavel até ordem n

e procuramos um polinémio P,(x) de grau no maximo n que
‘melhor aproxima' f ao redor de p, isto é, tal que

Eax) . FO)—Pa)

x=p (x—p)" x=p o (x—p)"

Procedendo como antes, concluimos que P,(x) terd a forma

o qual é chamado de Polindmio de Taylor de Ordem n de f (x)
ao redor de p.
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Exemplo

O Polinémio de Taylor de Ordem 4 ao redor do zero da funcio
. 2 3 4

f(x)=e éPy(x)=1+x+%5+ 5+ %

\

-

O Polinémio de Taylor de Ordem 6 ao redor do zero da funcao
f(x)=e*é Pg(x)=1+x+35x>+ 1x3+ 1x* 4 L5+ éxﬁ
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Para avaliarmos a precisdo com que uma funcdo é aproximada por
polindmios de Taylor, vamos definir o erro por

En(x) = £ (x) = Pn(x),

ordem n de f ao redor de p.
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O teorema a seguir nos fornece uma férmula para o erro.

Teorema (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)

Suponhamos que a fungdo f seja (n+ 1) vezes diferenciavel em
um intervalo aberto | e sejam a, b € |. Entao

onde
f(n+1) b— n+1
En= ((;1(1)! 2

para algum c entre a e b.
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De fato: Para a < b defina

e, para x € [a, b],

#x) =F (b) £ (x) Zﬂﬁ(b—xy En (3= Logo,

Z““”‘”(b y+ TS (b= XY~ (04 1)

Como ¢ écontinuaem [a, b], diferencidvel em (a, b)e ¢(a)=p(b)=0,
do teorema de Rolle, existe ¢ € (a, b) tal que ¢'(c) = 0. Agora,
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e, como ¢'(c) =0, E, tem a expressdo desejada. O caso b < a é
idéntico.
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Exemplo

Utilizando Polinémio de Taylor de Ordem 2, calcule um valor
aproximado para In(1,03) e avalie o erro.

Solucdo: O Polinémio de Taylor de Ordem 2 de f (x) = In(x) em
tornode p=1¢

Logo, P»(1,03) = 0,02955 é uma aproximacdo para In(1,03).
2

Avaliemos o erro. Como f"/(x) = —, temos |f"'(x)| < 2, para
X

x > 1. Da férmula do erro,

Segue que, para x = 1,03 o erro cometido na aproximacdo é
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Exemplo
O Polinémio de Taylor de Ordem n ao redor do zero de f (x) = e* é

2 x"

X
P,,(x):1+x+§+...+ﬁ.

Solucao: Recorde que

Como f("(x) = e, para todo n € N* e para todo x € R,
f("(0) = 1, para todo n € N*. Logo a expressio de P,(x) é a
expressdo dada acima.
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Exemplo
Calcule um valor aproximado para o nimero e e avalie o erro.

Solucdo: Observe que para x € [0,1], 0 < eX=f("1)(x) <e< 3.
Pelo Teorema anterior, o erro é dado por

para algum ¢ € [0, 1]. Logo,
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Exemplo
Avalie e com um erro inferior a 107°.

Solucao: Queremos que _ Logo basta tomar n tal

Por

que

tentativas, chega-se a n = 8.

Exercicio: Calcule um valor aproximado para /7,9 e avalie o erro.
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