
Álgebra Linear e Aplicações 

•Existência e unicidade dos determinantes.

•Fórmula de cofatores e fórmula com permutações.



DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMAFUNDAMENTAL

TEOREMA:(FUNDAMENTAL) DADO nEIN, ExiSTE UMAUNICA FUNCEU DETERMINANTEdet:Man (IR) -IR.

EXISTENCIA: PROVAREMOS POR INDUCEr.

PARA n= 1 En =2 Sevimos QUEExisteUMAFUNCIO DETERMINANTES

· det(an)) =an

· at II" âl)= anaas-anaas

VAMOS PROVAR QUESE EXISTEUMAFUNCEU DETERMINANTEEM Man,ml), ENTEO ExiSTE Em Main (IR):

DADO ACMID), DEFiNiMOS AligleMmII) AMATRIZA SEM A LINHA iEACOLUNAI

ExEmico: A=(23 =A(2,3) = (8), A13,11=/23]...150 I
789

Fixemos je (,...,
n} EDEFiNiMOS Ej(A) =(-1)AdtAlilj). L000

i) SEA=I, ENTES Aig
=fig. Loco Ej(t) = t-1)(det 21:(g) =(- 1125det 5(j(j)) =1, pois

IIglj) EA IDENTIDADEn-Ixn-1

(3=5 =648, ENTEr [12,2) -far-li))I
00l I



->
k =l

oi) SEA TEM LINHAS HE D IGUATS, ENTES Alily) TEM DUAS LINHAS IGUATS SE i*[h,1Y.
1000 det (Alij))=0 SEi [k,l]. Assim,

Ej(A) =H-*A.jdet(i)) =(-1)
k+

Arjdt(A(Ij)) +(-1)tejdet(A(1Iy))

=( - 1)
k+

jAkj(dt(A(b(j)) +(- 1)!
-2dt(A(1j)))

↳ POS ARj=Anj, SE QUEAS LINHAS fe l coinciden

OBSERVAMOS QUEAIGly) PODESER TRANSFORMADO EM AllIg) ATRAVES DEl-f-1 PERMUTACOES

EXEMPLO:A = Os as as an as. 2000 A(2/5) = indeby be le by b5

LINHA2 C 20 C3 Cy C5I
e ââI I

TROCAS
LINAA 5 di

A1515) -er] *Astana-e!
-

2000 Ej(A) =(- 1)
k+

Abj(dt(A(k(j)) +(- 1)1
-2)- 1)b-k- 1xt(A(k(j)))

=1- 1)
k+jAby(dt(A(k(j)) - det(A(b(j))) =0.

ii) Ej E MULTILINEAR,pois AK det(Alij)) E MUCTiciNEAR NAS LINHAS Ii

Ar Aig E LINEAR NA LINHA i

Assim, Al Aijdet(A(ij)) E MULTILINEAR EM TODAS AS LINHAS.

=>AxEl-DAdet(ACilj)) E MULTILINEAR EM TODAS AS LINHAS.

Por i), ii) E in), concluímos queEjE UMAFUNCES DETERMINANTEEM Man(I)



EXEMPLO:A =an as asI 922 I
EAS-andettas â))-andet//aâ all-anct)). alldas das

931 932 933

=All 022 a33-011023932-021912933 +021913d32

+93,912923-931913922

Isto coincipe

comoela
:913921932

a das as3 012023931

EXERCiciO: MOSTREaveEc(A) =Es (A) = E, (A).

EXEMPLO:SESA=1 2 0 I CALCULE det(A).
3 400IO IO I 2

100

SOCusto:det() =E,(A) =1 400-3

i "I
100 I I I

- I

I
2 I

I012

=10 - 3x(-1) - 14 = - 1



UNICIDADE:

DEMO1:SESAM det:ManIIR)- IR =detz:Man (IR) -> IR DUAS FUNCOES DETERMINANTES EAEMain (I).

· SEAEMmII) E siNGULAR (SiNGULAR =NES INVERSTVEL), ENTEO c(A) =0 =detalA).

· SEAEMmnII) E INVERTIVEL, ENTEO PODEMOS ESCALONAR ACOMAIO TROCALINHAS E OBTER

Ar(...) 2000 det, (A) =(1)* un...um =datz(A)

Assim, DEQUALQUER FORMAdet, (A) =detz(A) ⑧

DEMo2:SESAB=e,,..., onS ABASE CANONICA DE IR"Lowo

det(A) =det), Argigis., E, Anje)-, Ay.... Anjedet (ej....,ejl

OBSERVEQUEdet (ej...., ej) =0 sE ji-ga PARAith. Assim, BASTA CONSIDERAROS CASOS EM QUE

j.,..., In SEO TODOS DISTINTOS. ISTO NOS LEVA AO CONCEITO DE PERMUTACES

DEFINCEO:UMAPERMUTAÇÃO DEUM CONJUNTOS E UMAFUNCEU BISETORAS.S =S. O consulto

DE TODAS AS PERMUTACOES DE 5=91,..., nY E DENOTADO POR Sn.



EXEMPLO:SESA 8 E S DADO POR 611) =3,81)=1, SB) =2. LOGO, PODEMOS REPRESENTARA

PERMUTACEOS POR (811),812),0131) = (3,1,2).
EM GERAL, SE SE REPRESENTADO POR (811), . . ., 8(n)). Escrevemos 6= (611), . . .,6(n))

SEju...,a SEO TODOS DISTINTOS, AFUNCEr 8:32,..., n3 -91,.., n5 DADAPOR f(i) =jiEUMA PERMU

TAÇÃO. DESTA MANEIRA,

det(A) =-, Ayi... Anjdet (ej...., ej) =Es, Assu... Ansiedet less....,as
PARAANALISAR det (esis,

..., esns),VAMOS DEFINIR PERMUTACOES ELEMENTARES

DEFINICEOUNADERMUTAsto 85).CHAmeDADEELEEND SE554e
ELEMENTAR.

PROPOsiCEr:SESA SESn. Logo I PERMUTACOES ELEMENTARES S TAIS QUES=Smo.... Sejsr Emuse
ELEMENTARES TAIS QUE8=50..., ENTES (-1)*= F-1)*, OU SESA, mEMSEO AMBOS PARES OU IMPARES.

DEMO:SESA8=(8(1),
. .

.

,
8In)) (SE A FUNCEU COM A[MAGEM MOSTRADAAO LADO).

SESA j +AL QUES(j)=1E S, QUETROCA 1 PORj. 1060 Sob= 11,8121, ..., 81j-1), 811), Sij), ..., f(n))
SESAe TAL QUES,08() =2 E Se QUETROCA 2 PORG. 2000 S208,08=(1,2,608,0813), . ..,8208,08(n)).

REPETINDO, TEMOS 8080...8206,08= (1,2, . .
.

,
n).id (id=IDENTIDADE. id(y)y)

PORTANTO, 8=8,060....moid =2,0...08m. (USAMOS 8=18....6)bid=6, "....8, oid=6,0....Smoid,
Pois S=G, F QUE G. SAS ELEMENTARES (

AGORA, VAMOS MOSTRAR QUESE6=8m...6, =5no..4, Sj E ELEMENTARES, ENTE (-)*= (1)?



SE ViMOS QUEENSTE!

-Fixemos D:MmnIA)-I UMA FUNCIO DETERMINANTE. 1060

TROCAUMALINHA TROCAUMALINHA TROCAUMA LINHA

DI...., en)-Dleameam..., eam)FD (esa.... assims) FID/eaa..., asa,e
=(1)*D/eono...an,...) =(-1)*D/00s, ..., ex1)

DAMESMAMANEIRA, temos Dle,,..., en)= 1-1)* Dleos, ..., am). Portanto, (-1)*=(-1)
* ⑧

DEFINICEO:DADO SE Sn, DEFINIMOS O SINAL DA PERMUTACE Sian(0) e (-1,17 como o número

SioNl8)=1-1)M, EM QUEMEN ES,...,o SEO PERMUTACOES ELEMENTARES TAIS QUE8=Gno.... Gr

NOTEQUESEdet:Man (IR) -> A E UMA FUNCIO DETERMINANTE, ENTES det leoi,..., ems)= sianlo).

Concluimos, Assim, auE det (A) =ESier/8) Ars... Ansie

ASSIM, O DETERMINANTEESTA UNICAMENTEDETERMINADO E TERMINAMOS DEMO 2 -


