Lista 14. Limite e Continuidade de Funcoes

(1) Se f: Dy — IR é uma funcao continua entao a funcao |f| : Dy — IR, definida por
|fl(x) = |f(z)|,Vx € Dy, também é continua.

Vale a reciproca 7 Prove ou dé contra-exemplo.
(2) Dados a,b € IR, prove que

: 1

(i) max{a,b} = 5[(@ +0) + |a —b|]

(i) min{a, b} = 2 [(a+b) ~ [a —b]

(3) Dadas as fungoes f,g: D — IR, definimos:

max{ f, g}(v) = max{ f(z), g(v)},Vor € D
min{ f, g}(x) = min{f(z),g(x)}, Ve € D

Prove que se f e g sdo containuas em g € D entao max{f, g} e min{f, g} também sdo continuas
em Ig.

(4) Determine o conjunto dos pontos em que as seguintes fungoes sao continuas, justificando:

.. 1
() f0)=
(iii) u(x):;
(v) () = o
) o+1 sex>2
_{ ser <2
B inl sex+#0
_{ sex =0
(vii) f(z) =[z] =max{n e Z:n <z}

(Esboce o grafico dessa funcao. Quanto vale f(4,1)7 E f(—4,1)7)
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(vii) g(az){ o1 vl

3r—1 sex <1

(5) Sejam f,g : D — IR duas fungdes continuas, e suponha que, para algum xy € D, f(xg) <
g(x). Prove que existe r > 0 tal que, para todo = €|zg — r,xo + 1|, f(x) < g(z).

(6) (Cauchy, 1821) Seja f: R — IR uma funcao tal que

flx+y) = f(z)+ f(y),Vz,y € R

Prove:

(1) £(0) =

(i) f(=z) = —f(z), Vo € R.
)
)

(iii) Se f é continua em 0 entdo f é continua em IR.

(iv) Se f(1) = a entao f(n) = an, Vn € Z.
(v) Se f(1) = a entao f(z) :a];, Vp,q € Z,q # 0.

(vi) Se f(1) =a e f é continua em IR entao f(x) = az,Vz € RR.

(7) Seja I um intervalo de R e INQ = {z € [ : x é racional }.

(i) Seja f: I — IR uma fungao continua, e suponhamos que f(r) = 0,Vr € INQ. Mostre que
f(z) =0,V € I.

(ii) Sejam f,g: I — IR fungbes continuas tais que f(r) = g(r), Vr € INQ.

Prove que f(z) = g(x), Vz € I.
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P . )
— se x = = na forma irredutivel
(8) Seja f :]0, 1[—> IR definida por f(z) ={ ¢ ?

0 se x é irracional

Prove que f é continua em z €]0,1] +— z& Q.

(9) Prove, pela definigao, que as seguintes fungdes sd@o continuas:



SHE—

(i) f(z) =

x sex €Q
(10) Considere a fun¢ao f: IR — IR definida por f(z) =
1—2 seaxgQ

Prove que 1/2 é o tinico nimero real em que f é continua.



