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Derivadas Laterais - complemente de notacao

Fat) i T @) Fla )~ (a)

x—at X —a h—0+ h

o) = tim TO)=F@) - Flath) = f(a)

x—a— X —a h—0— h
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Regras de L'Hopital

As regras de L'Hopital se aplicam a célculos de limites que
apresentam as seguintes indeterminacoes

0 00

0 Y =
Teorema (De Cauchy)
Se f e g sdo continuas em [a, b| e diferencidveis em (a, b) , existe
c € (a,b) tal que

[£(b) - f(a)lg"(c) = g(b) — g(a)]f(c)-

Prova: Considere
e note que h é continua em |[a, b, diferencidvel em (a, b) e

BEIEHD]-  (5)s(2) — (2)s(5). Do ESEREGERGIEL

existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0 e o resultado segue.

SMA0301 Calculo |



Teorema (Regra de L'Hopital)
Sejam f e g fungées diferencidveis em x com g'(x) # 0, para
todox € (p—r,p+ r)\{p} e para algum r > 0. Se

lim f(x) =0= lim g(x)

X—p X—p

e )!inp;/,g)) =/l €eR (oul=+cx), entio )!i_r)’np% =/
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Prova Como os valores de f(p) e g(p) nao influem no célculo do

para cada x €(p—r,p+ r)\{p} existe c entre x e p (distinto de
ambos) tal que
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Observacao: A regra de L'Hopital ainda sera vélida se, em lugar
de x = p, tivermos x — pt, x = p~, x = 400 ou x — —o0.

Exemplo

_ e2x

Calcule lim
x—0 X

Solucdo: Como lim 1—e?>*=0 e lim x=0 da Regra de L'Hépital,
x—0 x—0
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Exemplo

. osenx
Calcule lim
x—0 X

Solugdo: Como lim sen x=0 e lim x=0 da Regra de L'Hépital,
x—0 x—0

SMA0301 Calculo |



22 Regra de L’Hopital: Sejam f e g fungdes derivaveis em x com
g'(x) #0, para todo x € (p—r,p+ r)\{p} e algum r > 0. Se

. f’(X) . . . . ~ . f(X)
e J@pm existir (ou divergir para £00), entdo )!lnp 20

lim X _ lim i)
x=p g(x)  x—=p g'(x)

A prova da 22 Regra de L'Hopital é bastante elaborada e estd
apresentada na parte final deste conjunto de slides.
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Observacao: A 22 regra de L'Hopital ainda vale se, em lugar de
X —p, tivermos x —pT, x—p~, x—+00 ou x — —0c0. A regra
continua valida se um ou ambos os limites for —oo em lugar de +oo.

Exemplo
X

. e
Calcule |lim —.
X—+00 X

Solucdo: Como lim eX=+o00 e I|m x =400 da Regra de L'Hopital,

X——+00 X—400
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Exemplo

.o tgx—
Calcule lim —gx3 X
x—0 X

Solucdo: Como I|mtgx x=0e I|mx =0 da Regra de L'Hopital

Como I|m sec’x —1=0e I|m0 3x2 = 0 usamos mais uma vez a
X—

Regra de L'Hopital

Como ainda o numerador e o denominador tendem a zero, usamos
pela terceira vez a Regra de L'Hopital
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Observacdo: As Regras de L'Hépital se aplicam a indeterminacdes
0 o . .
da forma — e —. As outras formas de indeterminag3o, 0-0c0, co— o0,

00
0%, oc®, 1%, podem ser reduzidas a estas.

Exemplo
1 1
Calcule lim (— — )
x—0T \ X Sen x
Solucao: Observe que é uma indeterminacdo da forma oo — cc.

Escrevendo

. N 0 A
temos uma indeterminacio da forma o Da Regra de L'Hépital,
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Exemplo

Calcule lim xInx.
x—0t

Solucdo: Observe que é uma indeterminagdo da forma 0 -(—o0).

Escrevendo temos uma indeterminacdo da forma

== . Da Regra de L'Hopital,
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Exemplo

Calcule lim x*.
x—0t

Solucdo: Observe que a indeterminacio é da forma 0°. Escrevemos
X ~ - Ve e
x* = " = eXI"X & como a funcdo exponencial é continua,
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Exemplo

. 1
Calcule |im xx.
X——+00

Solucdo: Note que a indeterminacio é da forma oc®. Escrevemos

1 1 Inx - . ,
xx = e"** = e'x , e como a funcio exponencial é continua,
Como a indeterminac3o é da forma —, da Regra de L'Hoépital

Logo,
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Exemplo

Galcule lim (1+1)X.

X——+400 X

Solucdo: Note que a indeterminacdo é da forma 1°°. Escrevemos

X 1
(1 + %) =Xl (1+?). Agora temos uma indeterminacdo da forma

. 0 - A
0 - co que pode ser reduzida a 0 Entdo, pela regra de L'Hopital

e como a funcdo exponencial é continua,
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Exemplo

1
Calcule lim (x2 +1)"

X——+00

Solucdo: Note que temos uma indeterminacio do tipo oc®.
In(x2+1)

1
Escrevemos (X2 + 1) () = e M) . Observe entdo que temos uma

In
indeterminagdo do tipo 32 em lim M

BN . Entdo, por

L'Hapital,

. In(x®>+1) _ 2x
I|m —_— Y = I|m —x =2
X—+00 |n(x) x—+o00 X2 +1

e obtemos que lim (X + 1) 0 = = e
X—»—+00
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Exemplo

Calcule lim $8) =X
x—0 x — sen(x)

Solucdo: Note que temos uma indeterminacdo do tipo %. Entdo,
por L'Hopital,

. sec’(x) —1 _ tg?(x)
= lim = lim ————
x—0 x —sen(x) x—0 1—cosx  x—01— cos(x)
i sen’(x) 1 x2
= lim
x=0 x2  cos?(x) 1 — cos(x)

=2
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Exemplo

Calcule lim
x—0

1
sen(x?)]*
e

Solucao: Note que temos uma indeterminagdo do tipo 1°°.

1 In<sen( )
£ 2
sen(x2):| X _ o )):

Escrevemos [T . Observe entdo que temos

uma indeterminagdo do tipo 8 em

n(x2 sen(x?
M In<ex(2)>x =00=0 pois, por L'Hopital,

lim = lim >
x—0 X x—0 X
| sen(z)
R ) z cos(z)z — sen(z)
lim = lim 5
z—0 z z—0 sen(z) z
i cos(z) z — sen(z) i —sen(z)z + cos(z) — cos(z) 0
= || = IIm = V.
20 z2 20 2z
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Crescimento/anulamento exponencial versus crescimento

polinomial versus logaritmico

Exemplo

Seja n € N, p(x) um polinémio de grau n e r > 0. Entdo

n

X . X .es
im — =0 lim M:0 lim — =400
x—o00 eX x—oo X x—+oo xM

) In(x . .

lim (x) =0 lim x"e*=0 lim p(x)e* =0
x—4o0 X7 X——00 X——00

lim x"In =0
i 1)
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Prova da 22 Regra de L’Hépital:

Sejam f e g fungdes derivaveis em (p—r,p+ r)\{p}, r > 0, com

g'(x)#0para0<|x—p|<r. Se
im £ ) _
)!gnp f(x) =400 = )!@pg(x) e )!lnp 76y — ¢ entao, )!gnp 269 = -

De fato: dado 1 > € > 0 existe 0 < d < r tal que
é’ <3

p#Exc(p—0,p+0)= /@

Agora, do Teorema de Cauchy, para x,y € (p — 4, p) (ou
x,y € (p, p+9)), existe c entre x e y tal que

f(x)—fy) _ f'(c)
g(x)—gly) — &'(o)

Assim, para x,y € (p— 4, p) (ou x,y € (p, p+6))

f(x)— f(y _
g(x)—g 4 <3

|

|| <1+ 5 < e+ 3
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Note que

fx) f(x),f(y)’ _ ‘ f(y) _ g(v) f(xH(y)’ < )

1
£06) ~ e6)=el)| = |g0) — g0 g0)—g(y) (1f+3)

Fixe y € (p—0,p) (ouy € (p,p+9)) e escolha ¢’ < 4 tal que
x€(p—10,p) (oux € (p,p+d)) temos (recorde que f, g tendem
para infinito quando x tende para p)

Logo, se x € (p — &', p) (ou x € (p, p+d')), entdo

69 1] = |25 - |+ et o <55 =

Isto mostra que

fx) ) _ c )
Jmogeo =6 e imogto =6 = Jim gty =
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