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ARl MELHOR APROXIMACAO.

Seja ¥ um espago vetorial sobre R , de dimensao finita, munido de
um produto interno < | >, isto é, munido de uma aplicagio que a cada
dois elementos de F associa um nimero real, satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

‘Pl <uje+w>=<ulv >+ <ulw>, Vu,v,weF,
PI-2. <ylov>=a<ufv>, Yu,ve F,Va€ER ,
PI-3. <uje>=<vju>,Vu,veF,
Pl4. <uylu>>0, Yue F,
PI-5. ue I, <u|u> 0=>u—-0

Muitas vezes estamos interessados em: ¢ -
“Dado um elemento f € F e um subespaco vetorial G de F, aproximar
f por um elemento § € G ™.

E razoavel, visto que F tem um produto interno, procurar § € G tal
que o Erro Quadrdtico-

EQ(f,9)=<f-glf-g>}, geC
seja minimo.
SegeGfortalque f—g L G (isto é, < f — g[g>—0Vg€G)entan
EQ(f,9)' =< f-3lf -4>
=<f-df-g>+<f-glf-§>—-<[f-9glf-9>
=EQ(f,9) '+ < f-glf-g>—-<f—-g+(@-9|f-G+(G—g¢) >
=EQ(f,9)* -2< f—-§li-9>-<g-gli—g>
=EQ(f.9)'-<g—gli-g>
< EQ(f,9)°

Portanto, Vg € G temos
EQ(£,§) <EQ(f.9) .

ea.xgua.ldadevuleseesomentese(g gl —9>=0, isto & se e s6 se
- g=g.

Assim, existe um dnico elemento § J€EG que mmnmza EQ(f g) quando
g percorre G: a projegao ortogonal de f em G.

Uma observag@o importante:
Para concluir que

“Se g € G for tal que < f—glg >= 0, Vg € G entdo EQ(f,§) <
EQ(f,9) . Vg €G”

nio fizemos uso da propriedade PI-5. Isto significa que se < | > néo fosse
um produto interno em F', mas tivesse as propriedades PI-1, PI-2, PI-3 e
PI-4, ainda faria sentido definir o Erro Quadratico ao aproximar f por um
elemento g de G por

EQ(f.9) =< f-g|f —g >}

e escolher g € G para aproximar f de forma que esse Erro Quadratico fosse
minimo.

A observagao anterior nos fornece um método para tentar ( e conseguir,
como veremos posteriormente! ) encontrar uma tal aproximagio para f,
mas mostra também que, no caso de < | > nio ter a propriedade PI-5,
nao podemos, em geral, esperar unicidade dessa aproximagao. Observe que

teremos unicidade sempre que < | > for um produto interno em G.

Este método de Mlmmlza,r o Erro Quadmtlco para obter uma apro-
ximagao para f é chamado METODO DOS MINIMOS QUADRADOS.

OBS.: Daqui para a frente, convencionaremos chamar < | >
de produto interno em F sempre que estiverem satisfeitas as pro-
priedades PI-1, PI-2, PI-3 e PI-4, mesmo que PI-5 ndo esteja ve-
rificada. Quando quizermos salientar que < | > tem também a
propriedade PI-5, diremos que ele é um Produto Interno Nao Dege-
nerado.

Resumindo o que foi desenvolvido até aqui temos o seguinte resultado:
TEOREMA.
“Seja. F' um espago vetorial sobre R, de dimensao finita, munido de

um produto interno, e seja G um subespaco vetorial de F.
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SegeGétalque< f—glg>=0, Vg€ é?entéo_(}épomo de minimo

.de

EQU,9)=<f-df-g>t, g€G.

Além disso, g* € G ¢ outro ponto de minimo de EQ(f,g) se e somente se
<g-g*lg-g">=0.

Em particular, se < | > for um produto interno nao degenerado
em G, haverd um tnico ponto de minimo para o Erro Quadrdtico em G: a
projecdo ortogonal de f em G.” °

§2. SISTEMA NORMAL.

Dados
F : espago vetorial de dimens3o finita sobre R ,
< | > : produto interno em F',
G : subespago vetorial de F
f€F, :
queremos encontrar § € G de forma a minimizar

EQ(f.g)=<f-glf—g>% ., g€G.

Do paragrafo anterior, sabemos que ¢ suficiente encontrar § € G tal
que
<f-glg>=0,Vg€QG. 1

Seja {g1,g2,....92} wn conjunto de geradores para G, isto é, todo
elemento de G se escreve sob a forma

@191 + @Gz + ...+ Gagn

onde G;,4d3,...,8, € R.
Entédo (1) é equivalente a

<f-9lg>=0
(f—‘l,.]lgz >=0

<f—glgn >=0
3
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A : _ #*
ou ainda _
‘ <9l§ >=<Jlg > *
< g1l >=< flga > &
: T @
< gal§ >=< flgu >
Como procuramos § da forma
g=ag1 taga+...+0uga - (3)

satisfazendo (2), podemos reescrever (2) na forma

a3 <g1|g1 > 4ag < g1|gq >+...+a, <gllg.. >=< flg; >
ay < galgy > +az < @lg2 > + ...+ @y < P90 >=< flga >

a1 < gulg1 > +61 < gnlg2 > +... + @n < gn|gn >=< flga >

ou ainda na forma matricial

<gilg > <alga> <gilga>7 [@ <flgr>
< glg1 > < aqle > <olga>| |az| |< flgs >
< gnlor > < gnlg2> < gnlgn >J Laa < flgn>

AN

Este sistema é chamado de sistema normal.

Observe que se este sistema tiver solugdo (a;.4a3,...,a,) entdo § dada
por (3) é um elemento de G que minimiza o Erro Quadratico como aprox-
imagdo para f em G. Notc ainda que se < | > tiver também a propriedade
PI-5 em G, essa aproximagao sera \nica.

OBS.1: Se < | > tem as propriedades PI-1, PI-2, PI-3 e Pl-4 em F e
tem a propriedade P1-5 em G entdo o sistema normal tem sempre solugao.
De fato, basta tomar uma base ortogonal {hy, A3, ... .ht} de G e tomar

§ € G dada por
| . <[flh1> < flha > < flhe >
= hy +- .
I= b > T <halha > sttt >
4
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- Entio
<f—§lh] >=0

) <f=glhe>=0
donde < f - glg >=0, Vg € G. Assim, § minimiza o Erro Quadratico,

e € o tnico ponto de minimo, pois estamos supondo que vale PI-5 em G.
Escrevendo-se entdao § como combinagio linear de gq,9a,...,9g, temos -

g=a91+a3p+- e o Y

e como § satisfaz < f — glg >= 0, Vg € G, os coeficientes (a1,01,...,a,)
dao uma solugao para o sistema normal. Ohserve que os coeficiesntes nio
precisam ser “inicos”, pois nao exigimos que {g1,9ga, . ... g} fosse uma base
de G.

OBS.2: Se {g1,92....,9.} é uma base de G e < | > tem as pro-
priedades PI-1, PI-2, PI-3 e PI-4 em F e PI-5 em G, entio existe uma
unica § € G que minimiza o Erro Quadrético, e mais, o sistema normal terd
uma tinica solugao [pois § se expressa de forma iinica como combinagio

linear dos elementos de uma base].

OBS.3: Pode-se mostrar que mesmo quando < | > nao tem a pro-

priedade PI-5 em G o sistema normal continua tendo solugdo, mas neste caso -

perdemos, em geral, a unicidade do ponto de minimo do Erro Quadrético e
consequentemente também a unicidade de solugio para o sistema normal,
mmm’ono caso de {g1,912,...,9x} ser base G.

§3. EXEMPLOS DE ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO
INTERNO.

- Exemplo 1.
F=R"
2=(31,I~1,.,-,2.)€F, y=(lh.yz.---.-ya)€F »

<zly>= i:zwi

=1
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<|> deﬁmdo acima é um produto interno em F', ndo degenerado.

Exemplo 2.
Sejam hy,ha,...,h, fungdes definidas num intervalo I C R.

Sejam x;,%3,...,Zk pontos de I, distintos dois a dois.
Tomemos :

F = [h],hg,...,h"] = {h= a1h1 +a3h-3 +"'+d,‘h,‘ 501,02.,.;?03 € R}
Para duas fungdes h e h em F definimos:
. - . -
<hlh>=" h(zi)h(z:)
=1

< | > definido acima é um produto interno em F, que pode ser degene-
rado.

Exemplo 3. :
Sejam hj,hs,...,h, fungdes definidas num intervalo I = [a,b] C R,

integrdveis em 1.
Tomemos

F =[h],h2,...,hn]= {h=a1h1 +03h3+"'+0,‘h“ :al,ag,...,a,.GR}

Para duas funges h e h em F definimos: <
- b -
< hlh >=/ h(z)h(z)dx

< | > definido acima ¢ um produto interno em F, que pode ser degene-
rado. Este produto interno serd ndo degenerado guando hy,hs,...,h,
forem continuas em 1.

Exemplo 4.
Sejam hy,ha,. .. h, fungdes definidas num retangulo I x J C R2.

Sejam z,z3,...,z, pontos de I, distintos dois a dois, e V13152 ¥
pontos de J, também distintos dois a dois.
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" Tomemos
’ f‘: [A1,hay. . ha) = {h = a1hy +azhy + -+ aghy : 01,0,...,8, ER}
Para duas funces h e h em F definimos:
<hlh>=Y"" bz y)h(ziy;)
i=1 j=1

< | > definido acima é um produto interno em F', que pode ser degene-
rado.

Exemplo 5.

Sejam hy; ha, ..., h, funcdes definidas num retangulo [a, b] x [c,d] C R?,
integraveis em [a,b] X [c.d].

Tomemos

F=[hllh2!"'!hl]= {h=01h1 +a2h'1+"'+auhn 101,82,...,Qy ER}

Para duas fungées h e h em F definimos:
. o[ pd _ |
< hlh >= / [ / h(z, y)h(z,y)dy} dz

< | > definido acima é um produto interno em F', que pode ser degene-
rado. Este produto interno serd nao degenerado quando hy,hs,..., A,
forem continuas em [a,b] x [c, d]. :

Exemplo 6. .
Sejam hy, ks, ..., hs funcoes definidas em R, periédicas de periodo 2L,

- onde L > 0. .
Sejam z;,Z3,...,Zi pontos de um intervalo (a,¢ + 2], distintos dois

a dois.
Tomemos

F = [hy,hy,...,ha)= {h=a1h; +aghy 4+ +a b, :61,83,...,a6, € R}

7
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© Para duas funcdes h e h em F definimos:
2 . 2
<hlk >="" h(z:)h(z:)
i=1 .

< | > definido acima € um produto interno em F', que pode ser degene-
rado.

Exemplo 7. . .
Sejam hy, ha, ..., h, funcées definidas em R, periddicas de periodo 2L,
onde L > 0, integrdveis em [—L, L].

Tomemos
F= [h],hg,...,h“] = {h =ajh; + agshg +---+azh, 1 a;5,a9,...,8, € R}

Para duas fungées h e h em F definimos:

< hh>= /_ LL h(z)h(x)dz

Qbserve qﬁe VYa € R temos

. L . ‘ at+l -
/ h(alilz)de= / h(2)i(z)dz
~L a

< | > definido acima é um produto interno em F, que pode ser degene-
‘rado. Este produto interno serd ndo degenerado quando hy,ha,... A,

forem continuas em R.



o (}AO DE FUNCOES
" 4.1 Fungoes d%um varidvel.
a) Caso discret&'
Dados: “;
Z1,%2,...,Zk . pontos num intervalo I C R, distintos 2 a 2,
Tabela de uma fungio f definida em I:
& ) 2 cee 33
(i) flz1) fz2) ... flza)
91,92.--+0n : fungées.deﬁnidas em J.

Problema: ,
Aproximar f pelo MMQ por uma funcio da forma

0191 +a2g2 + -2+ Gagn
onde a;1,a3,...,4a € R.

Modelo:

F=tiygltgi|~-'sgu] 3 Gzlgl:giv-'.-guls

k
<hlh>=" h(zi)h(z:) , Yh,h € F.

i=1
Procurar g = G101 +azga+---+ anga € G que minimize

EQ(f.9)=</-4lf -9>}.g€G.

Obs.: Para isto basta obter uma solugéo (a;,as, .. . ,@g) do sistema normal
correspondente.

b) Caso continuo:

Dados:’

= [¢,b] CR,
f : funcdo definida em 7, integrével em I,
91,02, +gn : fungdes definidas em I, integréveis em I.

Problema:

Aproximar f pelo MMQ por uma fungao da forma
a191 +a3g2 + -+ Gugn

onde aq,6s,...,8, € R.

Modelo:

F= [f.'gl’gﬂa-“_.-gu] ] G= [91‘921--'.-g-] ]

b
<Hfis= / h(z)h(z)dz , Vhii € F.
Procurar § = @191 + G202 + * - - + @nga € G que minimize

EQ(f.9)=<f-glf-9>¥, g€G.

A

Obs.: Para isto basta obter uma solugao (a;,a3,...,a,) do sistema normal
correspondente. -

4.2 F\mgﬁes de duas varidveis.

a) Caso discreto:

" Dados:

Z1,%a2,...,Z, : pontos num intervalo I C R, distintos 2 a 2,
Yi:V2:. .,V : pontos num intervalo J C R.. distintos 2 a 2,
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. Tabéla de uma fungio f definida em 1 x J C R?

T x; T
Vi f(zi.y;) [(z1,05) flz2,9;)
n f(zin) fw) f(z2,10)
v f(@in) f(enam) f(z,0)

Ve F(zivs) f(xau) flzam)
91,82, -..9x : funcies definidas em I x J.

- Problema:
Aproximar f pelo MMQ por uma fungio da forma

191 + G392+ + Gagn
onde a;,a3,...,a, €R.

Modelo:

F=U.-9u.‘]-z----.-9u] ] G=[91|921--

vor Heoy)

Zy

f(ib"-, yl)
(=, ¥2)

f(z;. Vs)

w5l

<hh>=3"5" h(z;,y;)h(zi,u;) , VR B € F.

i=1 j=1

Procurar § = a;91 + a393 + - - + a,g, € G que minimize

EQ(f.9)=<f-dlf-g>¥,g€@G.

Obs.: Para isto basta obter uma solugéo (ay,as,..
correspondente.

b) Caso continuo:

Dados:
I=[abCR,e J=[c,d]CR,
f : fungio definida em I x J, integrivel em I x J,

91,93, - gn : funcdes definidas em I x J, integraveis em I x J.

11

.,@,) do sistema normal

Problema: -
Aproximar f pelo MMQ por uma fung¢io da forma

@191 +aaga + 0+ aggn
onde ¢3,d3,...,65 € R.

Mode]o:

F=lf.-ghgﬂa-”9gn] ) G=[glsgfh~'-rgu]t

' o[ pd B )
< hlh >= / [ h(z.y)h(z, y)dy] dz , Yhh€ F.
Procurar § = @191 + @292 + * + - + @ngn € G que minimize

EQ(f.g)=<f-glf-g>t, geC.

Obs.: Para isto basta obter uma solugdo (a;,@3,...,a,) do sistema normal
correspondente,

4.3 Fungdes periddicas - Analise Harménica.

al) Caso discreto:

Dados:
Z1,%2,...,Zk : pontos distintos num intervalo (a,a +2L]C R , (L > 0)
Tabela de uma fungao f definida em R, periddica de penodo "L

X

T g s ae 2k
(i) f(z1) f(za) ... f(zs)
91,92, --,9n : funcdes definidas em R, periddicas de periodo 2L.

Problema:

Aproximar f pelo MMQ por uma fungio da forma
@191 + @392 + - + @pgn

onde aj,a3,...,a8, €ER.

Modelo:

12



~ Obs.: Para isto basta obter uma dolucdo (a,,a;.

'R,dadoaporz,-=—\—1

F=U‘9gl|glv---.-gll] [ G=[glvg'-’1-“.vgn]1

< hlh >= Zh(z.)h(z,) Vh,h € F.

=1

Procurar § = 619; + azga + -+ + ags € G que minimize

EQ(f,9)=<f—4lf -g>F, g€G.

a,.) do sistema normal
correspondente.

a?) Exemglo: Anadlise Harmonica discreta:
Dados:

I1,%3,...,Tay : pontos igualmente espagados num intervalo (a,a + 2] C
=j,i=12,...,2N.
Tabela de uma fungao f definida em R, periédica de periodo 2x:

x

j cee 23N
f(z,) (=) f(zz) wee f(2an)

'.mGN. m<N

[Zmbléma.:

Fazer a Anilise Harménica de f até o harmonico de ordem m, isto ¢, apro-
ximar f pelo MMQ por uma funcéo da forma

a + }°72, [aj cos jz+ bj sin jz]
onde ag,81,...,am ER , b;,b3,...,m € R.

1odelo:

F =[f,1,cos z,sin z,cos 2z, sin 2z, . . ., cos mz, sin mz]

G = [1, cos z,sin £, cos 2z, 8in 2z, . ..., cos mz, sin mz]

13

<hfi>= E hxj)z;) = Zh(—-:)h(~n

j=1 j=1

Vh,h € F. -
Procurar §(z) = aq + 33} [a;cos jz + bjsin jz] € G que minimize

EQ(f.9)=<f-4glf-9>¥,g€G.

Obs.: Para isto basta obter uma solucdo (ap,a;,b;,as,b2,.
sistema normal correspondente.

bl) Caso continuo:

Dados:

f : fungao definida em R, pcnédlca de perfodo 2L , (L > 0), integrdvel em
L. 1),

01,82,.. . ,9xa : fungbes definidas em R, periddicas de periodo 2L, integraveis
em [—L, Ij..

ve1Opm, b)) do

Problema: »

Aproximar f pelo MMQ por uma fungio da forma
191 + 8392+ + Gugn

onde ¢3,ds,...,6, € R.

Modelo:

Fi[f!glvg‘ln'-'rgu] ] G=[gligﬁa---rgult

S L . -
< hlh >= / h(z)h(z)dz , Vh,h € F.
-L
Procurar § = a;9;1 + agga + - + a,9, € G que minimize

EQ(f.9)=<f-4glf-g>F,g€G.

Obs.: Para isto basta obter uma solugdo (a;, a3, ...,a,) do sistema normal
correspondente.
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b2) Exemplo: Andlise Harménica - caso continuo:

Dados: g
- J : fungio definida em R, periédica de perfodo 2L:
meN

Problema:

Fazer a Analise Harmoénica de f até o harménico de ordem m, isto é, apro-
ximar { pelo MMQ por uma fungio da forma

ao + MM..HL& cos j £ + b sin j } 2]
onde ay,a;,...,8, €ER , by,bs,...,m€R.

Modelo:
F = _.?H.aonma.mmn Wu_smw.mﬁm.muwm.a..:.oOuSM.&,mm:S.M.a_
7 sin 2, cos2" g, sin 2™ " sinm”
Ql_a.oﬁwh.anHa.nﬁuha.m_uwhﬁ....nofaha.msa,.ha_

i L )
< hlh>= \ h(x)h(z)dz , Vh,h € F.
. ~L
Procurar §(z) = ao + 372 [¢; cos j§z + bjsin j £2] € G que minimize

EQ(f.9)=<f-glf-g>}, gea.
Obs.: Para isto basta obter uma solugiio ?93_3..5..@?:._na.vsv do

sistema normal correspondente.
4.4 Minimizagao de certas integrais e certas somatérias depen-

dendo de parametros.

_ Observemos que a teoria vista aqui sobre aproximagao pelo MMQ pode
ser usada para resolver o problema de encontrar um ponto de minimo para
qualquer das seguintes funcdes:

é
Har,anns) = [ (4(e) - 010i(2) ~ 10s(8) .. — auga (o))
a

15

- k
‘H(ay,a,...,a,) = MU?A.SV —t191(2;) — aaga(as) — ... - Gagn(zi)}?

. b d
Horyeeonn) = [ | [ Het) = 01010 - ..~ gl )Vt

H{t;.::50x) = MM\;??...S.V = a191(Zi,¥j) — ... — Gagu(zi, ¥;)}°

i=1 j=1
§5. PARTICULARIDADES DA ANALISE HARMONICA.

bl) Caso continuo:

O sistema normal que deve ser Emo_iao.acgao fazemos Andlise Har-
monica de uma funcio num intervalo [a,a+2L] é diagonal. Isto se deve ao
fato de as fungdes

T . T n U ¢ s . T
1, cos AR A nommwn . mENN& vieey COSMTT sinm -z
serem ortogonais com respeito ao produto interno
. ) . )
< hlh >= \ h(z)h(z)dz
.
<

Mais explicitamente, temos:

.a a.s ..
A :noaw.n vn nOths&H =0, Vj€N.
~L

~..
A :mmbu.m.e Vu\ mmuu.lMé&H =0, Vj€eN.
-L

o L
< nag.w.n_no;mp. > \hs&m&s;ma& =0,Vj,keN, j £k

h
Auygm&_mmnama vu\ sinjrzsink—zdz =0, Vj,keN, j#k.
; L o "L L
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F)

¥ , i N . —
\a i rconk—rde =0, V5, k&N
|hm:~.~h.ﬂnom 779 =0,Yj .

.. K !
AmEuN.n_nOawla >= “
|

L
- enquanto que ] i R
AH_an.\ ldz=2L
-L H
x T E Ll L |
< cosj—z|cosj—= VH.\ cosj—zcosj—zdzr =L, Vj € N*.
£ N\ . A 4 Nu
Y .m‘_u. T V|\h&=.mn. Ko dz=L . VieN® _
uEuhh Eghn = » Nh m:Ch =4,V g

Assim, o sistema normal obtido ao fazermos a Andlise Harménica de uma
funcdo f até o m-ésimo harmonico é

a1 [

(2L -0 0 0 0 ... 0 0] < fl1>
6 L 0 0 0 ... 0 0} ]|a < &_Q.uu x>
0 0 L 0O 0 ...0 0f}b < flsin 2 >
0 0 0 L 0 ... 0 0f/{eas A\_nwmwwu
0 0 0 0 L ... 00O by | = | < flsin2{z >
0 0 0 0 0 ... L 0} |an < flcosmiz >
L0 0 0 0 0 ... 0 LlLbad |[<flsinmiz> |
ou seja,
G = s <fl1>

nu..ln *A\_oomu.mav .~.HH
. aj= < flsinjfz>, 1,

b2) Caso discreto:
Analogamente, também no caso discreto, para m < N , as fungoes

x . T s . AT T . T
1, co8—2z,sin—x, cos2—z, sin2—=z,..., cosm—z, sihm—2z

L L’ L L L L

s80 ortogonais com respeito ao produto interno

2N
<hlh>= ) h(zj)h(z;) = MUEI:EI:
i=1 Jj=1

17 | .,
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§6. PARTICULARIDADES DA APROXIMACAO POR POLI-
NOMIOS. W

Quando estamos aproximande uma fungdo .‘. definida num intervalo
[a,b] pelo MMQ por um polindmio de grau < n', jd vimos acn devemos
tomar

= —\. w.ﬁ.ﬂu..

= Fﬁnu..:.a.._ = {ap+ a1z + -+ +an2"

..,z% , e

tdo,dy,....84 € R}

e considerar

(i) < hlh >= .s. h(x)h(z)dz , <- heF,

no caso de f ser ngawé_ em [a,b], ou

()< Ak >= Y8 | h(zi)h(2:) , ViR e F,

no caso de f ser dada apenas tabelada em pontos distintos &1, &a,...,Zx
do intervalo [a,b].

No caso (i), < | > é um produto interno nao degenerado em G.

PROPOSICAOQ:
.*No caso (ii) acima, se k > n+1 entdo < | > serd um produto interno
nao degenerado em G .”

PROVA:
Seja p()
Se

=ag+ a1z + ag2® + -+ - + @ z® um elemento deG. *©
. . k
<plp>=) (a0 + @i + a3z} + -+ aaz])’ =0
i=1
entdo p(z;) =0 s 051,200,k
donde z1,T5,..., %k 330 k zeros distintos do polinémio p.
Mas entdo, como n < k — 1, segue que p é o polinémio nulo.

'COROLARIO:

“No caso (ii) anterior, se n < k—1, se tomarmos uma base de G entao
o sistema normal correspondente tera uma tnica solugao.”
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, .. ) .*  Observemos mcm.m‘.r.,u.‘uw.‘. ..,2"} é uma particular base do espago ve-

torial G dos polinémios de grau menor ou igual a n . Na dedugao do sis-
tema normal que nos fornece § € G tal que f — g L G, tinhamos liberdade
de escolher o conjunto de geradores de G a ser utilizado. Em particular,
gualquer base de G serviria.
. Em vista disto, j& gue no caso (i), ¢ também no caso (ii) quando n <
k-1, o produto interno < | > ¢ pao degenerado em G, podemos escolher
uma base de G .

{Po.p1.....Pa}
com grau de p; igual a i , i = 1,2,...,n , que seja ortogonal, isto é, que
satisfaca :

Aﬂm_%mV"c.-..h."m.w-....-w-.*h.. :

Usando uma tal base, obteremos um sistema normal diagonal.
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