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=~ Funcao de Distribuicao de Probabilidade
Acumulada

Detinimos funcdo de distribuicao de probabilidade acumulada da
variavel aleatoria X como sendo:

F(X) =P(X <Xx)

Para o caso discreto, temos:

F(x)=P(X <x)= ) p(x)

X; <X



/Exemplo anterior N

F(0) =P(X <0)=0,203
F(1)=P(X<1)=0,653
F(2)=P(X<2)=0,944
(

FB)=P(X<3)=1 Representacdo grafica de F(x)
Entao, F(x) /
0,sex<0 1000 | -
0,203,se 0 <x<1 0,944 1 L
F(X)=7 0,653,se1<x<2
0944, se2 <x<3 0653  ——o
1,sex>3 0203 1
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Observagoes importantes de F(X):

e O dominio de F ¢é a reta real
* lim F(x)=0 e liIm FX)=1

X—>—00 X—>+00

* F € nao decrescente, isto €, se X; < X,, tem-se F(X;) < F(X,)

* A magnitude de cada salto é p(x,)
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Exercicio
Considere uma variavel aleatoria com a seguinte fungao

de probabilidade:

} C, para k=1,3,5
P(X=k) =

2¢C, para k=2, 4

a) Determine o valor da constante “c” que torna legitima
a funcao de probabilidade acima.

b) Determine a funcao de distribuicao acumulada F e
construa seu grafico

c) Calcule a P(X>1), P(X>3), P(X<4), P(5/2< X<5)



/Exeqnplo 2: '
Um dado é lancado duas vezes, de forma independe

Qual € a probabilidade da soma dos pontos nos dois
lancamentos ser menor do que 67?

Q= {(1/1)/ (1/2)/ (1/3)/ (1/4)/ (1/5)/ (1/6)/
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}.

Qual ¢ a probabilidade de cada ponto W; de Q7

Admitindo-se que o dado seja perfeitamente homogeneo
e sendo os lancamentos independentes,

P(w;) = 1/36, qualquer w; € Q.



Defina X : soma dos nos dois langamen 0)

M

Funcao de probabilidade de X:

=

x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X:X)‘1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Entao,
P(X<6)=P(X=5) + P(X=4) + P(X=3) + P(X=2)

4 3 2 1 10
=+ —F—F—=
36 36 36 36 36

=0,278

— Como seria a distribui¢ao de probabilidades de

Y : valor maximo obtido dentre os dois lancamentos do
dado?
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Na tentativa de resumir o comportamento de uma
variavel aleatdria vamos estudar uma medida que estuda
a tendéncia central da wvariavel aleatdria, chamada de
esperanca ou valor esperado de uma varidvel aleatoria. Para
ilustrar os varios momentos em que lidamos com o valor
esperado vamos apresentar alguns exemplos.
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Amostragem
Numero de filhos que Numero de filhos que
a mulher no Brasil algumas mulheres no Brasil
tem tem

Amostragem

aleatoria
Valor Média

Amostral

esperado

I
N

Inferencia
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A inferencia estatistica a respeito de um parametro ¢
baseada na informag¢ao disponivel em  alguma
amostra retirada da populacao de interesse. Geralmente,
isto é feito utilizando estatisticas, que sao fung¢des da
amostra. Por exemplo, a média amostral € uma estatistica.
As estatisticas utilizadas para estimar um parametro
populacional tém uma distribuicao de probabilidade.

Amostragem

aleatoria Estimador

Parametro .
Estatisticas

—
™

3 Inferéncia Amostra b
Populacao !



P

Valor Esperado e Variancia



~No Exer

P(X =X)

U

o Exemplo 2: Qual é o valor médio da soma dos pontos (X) no
lancamento de dois dados?

Q= {(1/1)/ (1/2)/ (1/3)/ (1/4)/ (1/5)/ (1/6)/

(2,1), (2,2), (2,3), 2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),

= 36 pontos
igualmente

© 00 N O O b~ W N |X

-
N P O

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
3/36
1/36

provaveis
(5/1)/ (5/2)/ (5/3)/ (5/4)/ 5/5)/ (5/6)/

(
(

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6))

6/36 —
5/36 - — —

4/36 1 = —

a1 r

P(X=x)

13
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Definicao: Valor Esperado (“media”)

Dada a v.a. X, assumindo os valores X; X, .., X,
chamamos de valor médio, ou valor esperado, ou esperanga
matematica da distribuicao de X, o valor

E(X)=xP(X=X) ++XP(X=x) :Zn:xi P(X =x)

Notacao: u= E(X)

No Exemplo 2, para media de X (soma de pontos), temos:

E(X) :in+3x£+---+llx£+12x L _2 =7,
36 36 36 36 36
ou seja, em media, a soma dos pontos no lancamento dos

dois dados € igual a 7.

14
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~_Definicao: Variancia
E o valor esperado da v.a. (X — E(X))? ou seja, se X assume 0s
valores Xy, X,, ..., X,, entao
Var(X) = E{[X -E(X)I"}
= Z[Xi } E(X)]2 x P(X =X)

Desenvolvendo a férmula acima, e lembrando que E(X) =
U, obtemos a seguinte foérmula alternativa:

Var(X)=E(X?) —[E(X)]
=E(X*) -

:inzx P(X =x)—u’
i1

15
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A notacao usual de variancia é

Var(X) = o>

O Desvio Padrao e definido como a raiz quadrada positiva
da variancia, isto é,

DP(X) = 1/Var(X)

Notacdo: DP(X)=0o

16



No Exemplo 2, U
X |2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

X

P(X:X)‘1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

1 2 2 2
Var(X)=(2-7)°x—+(B3-7)x—+.. . +(11-7)’x—+(12-7)> x—
(X)=(2-7) 2 (3-7) 3 ( ) 3 ( ) 3

-2 583

Podemos tambem calcular pela formula alternativa

E(X?) = 222 4B x 2 g 4110 x 2 4122 x 2
36 36 36 36
_78 _5p83
36

e, portanto, Var(X) = E(X 2) — (E(X))?= 54,83 — 7> = 5,83.

17



Calcule 0 numero esperado de f11hos de uma mulher rasﬂ

m fecundidade indica quantos fllhos em média, tem a mulher
brasileira. No Brasil, segundo o Censo 2010, as mulheres téem, em média,
1,9 filho. Como este numero ¢ uma meédia, existem mulheres com um
filho e mulheres com dois, trés ou mais filhos.
O numero de filhos por mulher vem se reduzindo no Brasil desde a
década de 1960. Uma redugao que vem ocorrendo em todas as regioes
brasileiras. Veja o grafico a seguir:

Taxa de fecundidade total, segundo as Grandes Regites — 1940/2010

10,0
7.5
5.0

25

I 1940 1950 1960 M 1970

0.0

Brasil Morte Mordeste Sudeste Sul Centro-Oeste
I 1320 N 1991 | 2000 N 2010

Fonte: IBGE, Censo Demografico 1940/2010

http://7al2.ibge.gov.br/vamos-conhecer-o-brasil/nosso-povo/nupcialidade-e-fecundidade.ntml



Se saber o numero de filhos de uma mulher
“qualquer” de seu bairro?

Que representa esse valor?
Se considerar varias amostras que acontece com estes

valores?

Zug\
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Propriedades:

1) Se P(X =4a) =1 (i.e., a variavel € uma constante),
entao

E(X)=a e Var(X)=0.

2) Se Y = a + bX, em que a e b sao constantes, entao

E(Y) =E(a +bX) =a + bE(X)

Var(Y) = Var(a +bX) = b? Var(X).

20
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Suponha que o professor da disciplina de Estatistica, ao fim
do curso, para os alunos que nao compareceram em suas
aulas elaborou uma prova de multipla escolha, consistindo
de 10 questOes, cada uma com 5 alternativas, sendo somente
uma correta.

Suponha que nenhum desses alunos estudou para essa prova,
acreditando que, por ser prova de multipla escolha, se sairiam
bem.

O professor estabeleceu que para aprovar na disciplina deve
responder corretamente ao menos 6 questoes. Sorteando
aleatoriamente um aluno dentre os que farao essa prova, qual
¢ a probabilidade de ele ser aprovado?

Em media, quantas questdes um aluno acertara?

21
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Solucao:

Considere a v.a. X: numero de questoes respondidas
corretamente pelo aluno selecionando, dentre as 10 questoes.

Entao o evento de interesse,

Sucesso (S) € “questao respondida corretamente”, com P(S) =p
=7

e Fracasso (F), ”questao respondida incorretamente”, com
P(F)=?

22



R/esultado: \_/

Se X ~ b(n; p), entao valor esperado: = E(X)=nxp

variancia: o2 = Var(X) = nxpx(1- p)

No Exemplo,

espera-se que o aluno sorteado acerte, em média,
10x0,2 = 2 questoes.

23
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Ainda no Exemplo,

supondo que 40 alunos farao essa prova de multipla escolha,
quantos alunos o professor espera que sejam aprovados?

Sendo X a v.a. que representa o numero de alunos que serao
aprovados na prova, dentre os 40 que irao faze-la,

entao X ~ b(40; 0,00637).

Logo, em média, 40x 0,00637 = 0,25 alunos deverao ser
aprovados, dentre os 40 que farao essa prova.

24
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~_—Oescore em um teste internacional de proficiéncia na

lingua inglesa varia de 0 a 700 pontos, com mais pontos
indicando um melhor desempenho. Informacoes,
coletadas durante varios anos, permitem estabelecer o
seguinte modelo de probabilidade para o desempenho

no teste:
Pontos | [0,200) [200,300) [300,400) [400,500) [500,600) [600,700]
o 0,06 0,15 0,16 0,25 0,27 0,11

Varias universidades americanas, exigem um escore
minimo de 600 pontos para aceitar candidatos de paises
de lingua nao inglesa. De um grande grupo de estudantes
que prestaram o ultimo exame, escolhemos, ao acaso, 10
deles.

Qual é a probabilidade de no maximo 2 atenderem ao
requisito mencionado? Em um grupo de 2200 candidatos
espera-se que quantos sejam aprovados?

25



