Algoritmos de Otimizacao Nao-lineares Sem Restricoes !

Por que estudar?
Algoritmos para solucio de problemas com restrigdes baseiam-se em

algoritmos para solugao de problemas sem restri¢des (métodos de
penalizacdo, obten¢ao da direcdo de busca, etc...);

. Problema de Problema de
Principio Basico: o iy
n variaveis uma variavel

x=X,+as, = f(x)=1(x,+as,)=f(a) = Encontrar &

Procedimento Tipico
* Encontrar s, em x,, que reduza fun¢do objetivo
e Encontrar o na dire¢dao de s = X, +0s, (busca unidimensional)
* Verificar convergéncia: se satisfeita = x = x’, pare,
caso contrario = x,,, =x e i=i+1

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Algoritmos de Otimizacao Nao-lineares Sem Restricoes °

. Ordem Zero mutiliza somente o valor da fungdo objetivo

Usados quando a fun¢do nao é diferenciavel ou quando

a fung¢io é altamente nao-linear, sendo dificil obter as

derivadas de forma precisa.

Ex.: Método das Dire¢des Conjugadas de Powell

Classificag€10< * Primeira Ordemms utiliza o valor e gradiente da fungio
Ex.: Método “Steepest Descent” e Método dos Gradienteq

Conjugados

e Segunda Ordem = utiliza o valor, gradiente e matriz
Hessiana da funcio.

\ Ex.: Método de Newton e Quasi-Newton

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Métodos de Ordem Zero 3

Usados quando o valor da funcdo € obtido com precisdo pobre msp
valores de derivadas (ou gradientes) ndo sao confiaveis.

Método das Dire¢oes Conjugadas de “Powell”

Baseado na minimizacao de uma funcao quadratica considerando direcoes
(Q-conjugadas linearmente independentes. Fun¢do quadritica:

f(x) =%XTQX+bTX+C

Direcdes Q-conjugadas: siTQsj =0 parai# ]

“Se f for minimizada ao longo de cada direcdo s, entdo o minimo de f serd
encontrado no (ou antes) do n®™° passo independentemente do ponto
inicial, dado que erros de arredondamento nao sejam acumulados.”

Powell ™ método conveniente de gerar dire¢des Q-conjugadas
linearmente independentes. Se dire¢des geradas sdo linearmente
dependentes = nio converge para 0 minimo.

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Método das Direcoes Conjugadas de Powell 4

Procedimento:

1. Minimize f ao longo das direcdes coordenadas (busca univariada), iniciando%
x,¢ e gerando os pontos x,X,..., x,X onde k é o ndimero do ciclo;

2. Apos encerrar a busca univariada encontre o indice m correspondente a direcio
em que a fungdo f apresenta o maior decréscimo indo de x,,_ X para x X

=~ 9

3. Calcule a dire¢do “padrdo
tal que: x = Xp + as‘;

k k k . ..
S, =X, —X; e determine o valor de o. que minimize f

450 Mff(xz)-f(xg“)}i

k k
X, )—f\x,

m-1

entdo utilize as mesmas dire¢des para a proxima busca univariada. Se a equagdo
NAO for satisfeita, entdo substitua a m*™ direcao pela diregdo padrio s*

5. Comece a nova busca univariada com as direcdes obtidas no passo 4, e repita os
passos 2, 3, e 4 até que a convergéncia seja atingida, ou seja: Hxh1 —ka <e

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Método das Direcoes Conjugadas de Powell 5

Interpretacdo do Método de Dire¢des Conjugadas de “Powell”:

X2

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 6

Problema de estudo: Determinacdo da maxima deflexado e rotacao da
extremidade de uma viga através da minimiza¢do da sua energia potencial
total modelada usando um tnico elemento finito de viga cubico.

)

Vl \}2
= ‘LQI ‘4\92
4 | )
) - 1 ® I°, EI ®
Formulagao do elemento: \Z
v =[1-38 +28) lle-28+8) be-28) e+
V2
onde:$=x/1, A energia potencial correspondente do 6,
modelo de viga é dado por: El ¢ d2v)
=5 O(dé‘zj dé+pv,
Como a viga estd engastada em £ =0=v, =6, =0, substituindo em v(§):
El 211/

II=

?(IZVZZ +26,’1? —12v2021)+ pv, e definindo: f= SRR =6,l=

(£ =12x+4x,2 —12x,x, +2x )

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silyal




Exemplo 7

I _(_1_9) 1y _
(Min f=12x—12x,x, +4x,  +2x,] X0 =(1-2) e fxp)=2
x"=(=1/3,-1/2)" solugdo exata)

Solucéo:
1 o, [ 1 [~l+«a " R
s; =(1,0) = x| = ST (=1 s =f(@) =12(-1+a) +4(=2)> - 12(-1+a)(-2) +
, . [-13/12 1 1 c o, [-13/12
2(-l+@) =>Minf = a=-1/12= x| = ef(x)) =19166;s, =(0,1)' = x} = 5 1
0] [-13/12 i . [~13/12 1 P B VA )
+ay = =>Minf=a=38=x,= ef(x,)=13541=s =x,-x,= =
1 -2+« -13/8 P 3/8
, [-1 -1/12) (-1-a/12 , . [~157/147 R
= X, = +o = = Minf = a=40/49 = x; = ef(x;)=131972
-2 3/8 —2+3a/8 —83/49
‘04:@< 2-131972 |2
49 | 1,9166—-1,3541 Ciclo 7 D f
0 -1.0 -2.0 2.0
1 —1.083334 -2.0 1.916667
1 —1.083334 —1.625 1.354167
2 —0.895834 -1.625 0.9322967
2 —0.895834 —1.34375 0.6158854
2

—0.33334 —0.499999 —0.333333

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Métodos de Primeira Ordem 8

(Utilizam os valores da funcdo objetivo e de suas derivadas (gradientes)
em relacdo as variaveis de projeto.

ﬁétodos de primeira ordem possuem uma taxa de convergéncia lin%
ou superlinear, ou seja, considerando:

* *||P
[ = e x|

a seqiiéncia x, apresenta:

* convergéncia linear para x*, se p=1 e ¢, é constante.

* convergéncia superlinear para x*, se p=1 e ¢, é uma seqiiéncia que
Qonverge para zero.

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Métodos de Primeira Ordem

Método “Steepest Descent”

. & of
Min Vf's=) —s, L(s,xl)szTs+/1(sTs—1):>3—L=Vf+2/7.s=():>
s i=1 OX; S

tal que  s's=1 5= o1 = VI =48 = 24 =|Vi]| =

Solugdo: [s= —"Z—if:” onde || || é a norma Euclideana

Assim: X, =X, +0s m otimizacdo (busca) unidimensional

(XkTQ +b’ F
T
simétrica ‘S/ Qs
Desempenho do Método m Nimero de Condicionamento (CN) da matriz
Q: p)
CN =" ge CN ¢ alto ™ progresso lento e padrio “zig-zag”
Arin (fendmeno “hemstitching”)

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Se a funcdo f é quadratica: f = %XTQX+bTX+C —a =-

Métodos de Primeira Ordem

Interpretacdo do Método “Steepest Descent’:

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Métodos de Primeira Ordem "

Agora, vejamos o Exemplo:  f =12x,” —=12x,x, +4x,” +2x,

Xy

Mas, considerando a transformacio
de variaveis:

1 X,
= -— ; ==
Y (Xl 2X2j Y \E
1
=My, y) =y, +y, +g(y1 +¥3y,)
(cN=1)

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Métodos de Primeira Ordem 12

Assim, o método apresenta uma taxa linear de convergéncia sem
a transformacao de variaveis. Como ¢ dificil encontrar a transformacao
corrcta ™ Método dos Gradientes Conjugados

M¢étodo dos Gradientes Conjugados (“Fletcher-Reeves™)
Diregdes s, € s, s3o Q-conjugadas: = s"1Qs, =0
Algoritmo:

K Calcular x,,, =x, +a,,s, onde a, ,, é determinado tal que —dg(ak“)g
o
2.5, =g, =-Vf(x, )sek=0 e s, =g, +fs,, sek>0 com ke
T
g g
ﬁk :% € 8 :'Vf(xk)
i1 8k

3. Se |lgial ou |f(x,.,,)—f(x, ) é suficientemente pequeno, pare.
Caso Contririo:

4. Se k<n va para 1, ou recomece. /

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Métodos de Primeira Ordem 13

Interpretacdo do Método dos Gradientes Conjugados:

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 14

[Min f =12x," —12x,x, +4x,” + 2x1]

Solugdo:

P12 o i - [0 1202 Vi |2 -1, [-2
x, =(-1,-2)=> Vf(x,) = =s, =-VI(x,) = =X, = =
0 0 8x,~12x, | " 7 g T (TR 4

=Xo

= () =12(=1-2a,)" +4(=1+4a’ ) —12(-1 =20, ) (=2 + 4a) + 2(-1 - 2, :% =0=

1

—1,0961 -2,6154
= ,=0,048077=>x, = e Vi(x)) = =s, =-Vi(x)+ s, =

-1,8077 -1,3077
== (201547 + (CL30TD)°_ ) yrgs g = 720154 L 4pgs) =2 L L [L76036]
' (=2)% +(4)? ’ Yl=13077] 7 4 3,0178

—1,0961 1,76036) df(a . [-0,3334
X, = +a, ﬁ:o:a2:0.4334:>x2:x =
~1,8077 3,0178 da, -05

0 =211 24 -121|1,76036
e Vi(x,)= = =0
0 4 J|-12 8 ||3,0178

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Métodos de Segunda Ordem .

M¢étodo de Newton
A direcdo s € obtida resolvendo-se o problema:

5 of
Min Vf's= —sa )
S i=1 0X,

talque s'Qs=1

Solugdo: L(s,1)=Vf"s+As"Qs—1)= aa—L =Vf+21Qs=0=
S

| deve ser
—g=— Q Vvt — s=—Q'Vf = Qs =-Vf positiva-definida

21

= Xy = X TR S

* n3 operagdes na solugido Método de
Qs=-Vf {* n(n+1) elementos devem ser | My Quasi-Newton
2 calculados para montar Q

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Métodos de Segunda Ordem 6

Método de Quasi-Newton

VE(x,,) - VIi(x,) = g(xkﬂ X )=y, =A,p, ¢
A

Y \ Py relacdo da secante
aproximacao ou Quasi-Newton

B,,, é a aproximacdo de Q. Eventualmente: B, A, =1
A, e B, devem permanecer positivo-definidos. Apds obter B,:

X =X -, 8, € s, =-B, VI(x,)

T T T
Aproximagdo BFGS para B,: B, , = {I —%}B{I - ykTpk } + pkf“
P Yi Py Y| P Yk

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Exemplo 17

[Min f=12x,” —12x,x, +4x,” + 2x1] x," =(-1-2);  Solug¢do:

Iniciamos com a direcdo do “Steepest Descent” e By=I (positiva definida)
-1.0961 -2.6154 -1.0961) [-1] [-0.0961

X, = e Vi(x,)= =>p,= - = e comos, =
-1.8077 -1.3077 -1.8077) |-2f ]0.1923

B, Vf(x,) =-IVf(x,) 21 T2OISA 2| =618 196127
- X )=- X )= = — = =0. e
on e VT[T T 213077 -4 2.6923 Po¥o

1. [-0.0961 044354  —0.25873
Py, = {-4.6154 2.6923}=
0.1923 -0.88754 0.51773

LB = 10 1 044354 -0.25873 ()1 0|1 O 1 0.44354 —0.88754
"{lo 1] 096127]-0.88754 0.51773 )0 1|0 1| 0.96127|-0.25873 0.51773

1 [0.00923 —0.01848}_[0.37213 0.60225}3 _ [0.37213 0.60225}{—2.6154}
= -

+7 =
0.96127|-0.01848  0.03698 0.60225 1.10385 0.60225 1.10385 |(—1.3077
1.7608 -1.0961 1.7608 -0.3333 0 .
= =X, = +a, =X, = e Vf(x,)= (convergéncia)
3.0186 -1.8077 3.0186 -0.5 0
. 0.1667 0.25 o
Verifica-seque: B, = 025 05 =
‘ ' ( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
oge ~ 8
Utilizacao do SCILAB !

Rotina SCILAB para resolver problemas sem restricao: OPTIM

[f,[xopt,[gradopt,[work]]]]=optim(costf,[contr],x0,['algo'],[df0,[mem]],
[work],[stop],['in']) resolve o problema:

Min costf(x)

X
tal que b, <x<b,

K costf - funcdo a ser minimizada \
*Xopt - Vetor da solugdo 6tima;
* X, - chute inicial de x;
e f - valor 6timo da funcao;
e contr - ‘b’, b;, bg;
* algo - ‘gqn’ (Quasi-Newton); ‘gc’ (gradientes conjugados); ‘nd’ (ndo-
\_diferencidvel - método de ordem zero); /)

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval




Utilizacao do SCILAB Y

ﬂnem - nimero de varidveis usadas na aproximagdo da matriz \
Hessiana;

e stop - ‘ar’ (palavra chave); ‘nap’ (maximo nimero de chamadas da
funcdo); ‘iter’ (maximo nimero de iteracdes permitida); ‘epsg’ (va-
lor de corte na norma do gradiente); ‘epsf’ (valor de corte na varia-
¢do de costf); ‘epsx’ (vetor com valores de corte para x);

* gradopt - gradiente de costf é fornecido;

WOI‘k - vetor para ‘restart’; j

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Algoritmos de Otimizacao Nao-lineares Sem Restricoes

Algumas consideracdes:

*Solucao de Sistemas de Equagdes Lineares e Nao-lineares:

Condigdo necesséria :
na minimizacao da ‘ ‘ Vi(x)=g(x)=0
energia potencial energia € nulo

Problema equivalente a: Min f = % g'g ouseja:

Ax=b = Min %(Ax—b)T(Ax—b)

Na analise nao-linear estrutural sao obtidos as posicdes de equilibrio
estaveis e instaveis (se o método ndo convergir para um minimo local)
* Algoritmos Probabilisticos:
* buscam o minimo global
* ferramentas poderosas para problemas com varidveis discretas
* utilizam processo de busca randomica guiada por decisdes
probabilisticas. [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]
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Condicoes KKT de Optimalidade B

x" é minimo local se:
Lex ) =f(x) =3 " A(g =) =
ﬁ.x* é vidvel = gj(x*) <0 j= l,ng\

2.VE(x") - Zg:/fingj(x*) =0;

j=1
ﬂ*j >0,
3. 4ig(x)=0=>. ¢ 4, =0=

\ = g, ndo estd ativo /

s'Vg ;20 (direcdo viavel)

s'Vf <0 (direcdo titil) Caso particular:
ne s'Vf =s"Vg, =0 = altas derivadas
T _ T N
Comos Vf = Z/ljs Vg, = L g Y tan¥ente &
= restricao

T 7 . s,
=s VI <0 éimpossivelse 4,20 [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva)

Condicoes KKT de Optimalidade ~

[KKT sdo condi¢Oes necessarias porém nao suficientes para optimalidade

KKT € condicao suficiente quando:

*sen restri¢des ativas =1 yariaveis:
n direcbes linearmente Obs.: restricdes ativas com
independentes . .
e - ~ gradientes linearmente
s'Vg, =0 Unica solucdo: s=0 independentes.
n equacoes linearmente
independentes
® S€ N peqyrigtes ativas = N variaveis: €ONAic80 de suficiéncia necessita de altas

derivadas mm matriz Hessiana deve ser positiva-definida:

s"(V’Lk >0 para todo's tal ques™Vg ;=0 (restrigdes ativas com 4, > 0)

¢ Problemas Convexos

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Exemplo .

Minf = —x’ 252 +10x, ~6-2x) Solugdo:  Condi¢des KKT:

X1,X, L=—x; —2x2+10x, —6-2x3 - A (10— x,x,) - Lx, +
tal que & =10—xx, 20 -2,(10-x,)
g2,=x,20
g,=10-x,20 £+ﬂlag‘+ﬂz g2=—3xf+10+ﬂqx2—22=0
- ox, X Xl
P of . og
Casos possiveis a serem ax, Ao +ﬂa T =—4x, —6x; + A%, — 4 =0
2 2

analisados: 11 /Qz /13

n restri¢des # I yaridveis ?
ativas

Matrix Hessiana:

2
=-6x; a—]“——4 12x,;
E)x 27 _ _6X1 _21
) 2 ) =VL=
FL _ . dL —A —4-12x,
0x,0X, 0X,0X,
%0 '_’NaO ¢ possivel ( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
Exemplo #
o [0 A ti Ponto d
Caso 1: x, =1,826;x, =0=f =6,17= V'L = NESALVA | gy | ONE0 CC
A —4-12x, | | definida maximo

Caso 2: x, =1;x,=10; 4 =-0,7; 4, =639,3 Nem minimo, nem maximo

32410+ 4x, =0 :23?‘9*; s 1aae
X,= - 5
dAx, —6x2+Ax, =0 F T S ViL= ’ ’ negativa
Caso 3: 2 —6X, +Ax, A=1324 1324 3510 | pemadva

XX, =10
f =-73,08
37 +10-4,=0_ x,=0 x,=0 =10 f=-6
Caso4:{ 1 fz = ' B /12_ |=s'VLs<0
—4x,-6x;,=0 x,=0 x,=-2/3 4,=10 f=-6.9\3, ¢ minimo
-3x7+10=0 B negativa
Caso 5:1 7, (o, (PnTIs® % =10 A6 f- 2194 VL | g o
2 2 3

KKT é satisfeita e n° J

Caso 6: x,=0; x,=10; 4, =10; 4, =640; f =-2206 | de restri¢des ativas =
n° de variaveis de projeto

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Calculo dos Multiplicadores de Lagrange »

Importante para verificagao das condicdes KKT da solug@o 6tima.

Seja a condi¢@o necessaria de optimalidade: VE—=NA=0

onde: agj
n.=——

Yoox

j=1L...,r (restricdoativas)
1=1,...,n (ndmerode variaveisde projeto)
r <n = n°deincognitas (1) < n°de equagdes
Solugao: Minimos Quadrados
u=NA-Vf = Minu|" = (NA-Vf)' (NA-Vf)=

— IN'NA-2N"VF =0={ 1= (N'N) 'N'Vi

Se a condicao de estacionaridade é satisfeita a solugao sera exata, assim:

PVE=0, onde P=I-N(N"NJ'N"
P - Matriz de Projecdo

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Exemplo 2
Min f=x,+x,+X, Checar se (-2,-2,4) é minimo local:
XII’XZ’X3 g =8-x—x,’ 20 8,=0; g,=0; g;=6=
tal que &1 =°"% 7% = J J J
g, =x,-420 a—gl=-2x1=4;a—&=-2x2=4;a—gl=o 40
*i *2 o loN=[4 0
g,=X,+820
0

98 _o 98 _. 98

ox,  ox,  oOx,

32 0 8 . 1/4
O O vr-lil NN CN'VE={ b= 2=(N"N)'N"Vf =
ox, OJx, OX, | 0 1 1 4

PVf = [I—N(NTN)" NT ]Vf —o € todos os multiplicadores de Lagrange sdo
positivos, mas como r = n = matriz Hessiana
Note que: deve ser obtida para verificar KKT
1-44 =0
VE—-NA=0= {1-44,=0
1-1,=0

}linearmente dependentes

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Problemas Convexos 27

Problema covexo m Fun¢do objetivo e dominio vidvel s@o convexos
Funcao Convexa

flox, +(1-a)x ]<of (x,)+ (1-a)f(x,), 0<a<1 Exemplos:

T\ S

Funcodes Convexas

Y

] .
&
x

%y x=augt{i-aliy

| AR VNN

Funcdes Concavas

v Hfix/_\_/ /\/

Funcdes nem convexas nem concavas

\

1

x
*
x

X2 X
Fung¢ido Convexa ™ Matriz Hessiana é positiva semi-definida;
Funcdo Concava s Matriz Hessiana é negativa semi-definida;
Funcgao Linear é convexa. [ Prot. Dr. Emilio C. Nelli Silva)

Problemas Convexos 28

Dominio Convexo
Seja:w=ox, + (I-a)x,, 0<a<1 Sew cdominio para ¥x,,x, = dominio é convexo

| e

I 1
4 L
3 4 T X

200 ) e

Dominios Convexos Dominios Concavos
l

Todas as restrlgoes de inegualdade sao cOncavas

Todas as restri¢des de igualdade sdo lineares
[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silyal

Dominio é convexo se{

14



Problemas Convexos 2

Exemplo de Problema Convexo:

X3

X,
Vantagem dos problemas convexos:

« Otimo Global

e KKT sdo também condig¢des suficientes

A maior parte dos problemas sdo ndo convexos ™ aproximados
por uma série de problemas convexos, por exemplo, programacio
linear.

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 30

Verificar se o problema é convexo: .
p Min f=3x, +\/§x2

X, X

b2 g1=3—§—@20

tal que X X
g,=%,-573=20

g2,=x,-71720

f,g,,g, = Fungdes Lineares

3
Fungdo g,: Matriz Hessiana vale A, = [- 36/x; 0 }

0 -1243/x3

Assim a matriz Hessiana € negativa definida mm g, é concava

Portanto como a func¢do objetivo € linear (convexa) e as restrigdes sao
lineares ou concavas (dominio convexo) ms problema é convexo.
Assim, KKT s@o condi¢des suficientes para o minimo.

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

15



Ponto Sela (“Saddle Point”) 3

Uma funcao F(x,y) possue
ponto “sela” se:

F(x',y) <F(x',y) <F(x,y")
. . | minimoem x
Fx,y ) .
MmAaximo em y
No caso da fungao
Lagrangeana: L(x ', 1)
V L(x,4)=0 . V,L(x",1) <0
V,L(x,A)=0 V. L(x,4)>0

Solucdo do Ponto Sela mmp Problema Min Max:
~L(A)=minL(x, 1) = max L(4)= max min L(x, 1)

Lx)= max L(x, A) = min L(x) = min max L(x,1)

[mﬂax min L(x, 1) = min max L(x, /1)]

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Exemplo 32
Ex.: 1
Min — O Lagrangeano do problema vale:
X X 1
tal que x—1<0 L(X,ﬂ)=;+l(x—1)

x>0

1
Calculando o minimoem x: V,L(x,))=0=-—+1=0=

:>x:iﬁ(masx20):>x:%:L(ﬂ):ﬂ+ﬂ[ﬁ—lj:2ﬂ—ﬂ

Calculando o maximoem A:  V,L(H)=—=-1=1 =1=x =1

-

Ponto “Sela’:

S (x5 A)=(11) ’

Os gradientes devem ser continuos em x € A, caso contrério, outra
abordagem de solugdo para o problema Min Max deve ser utilizad

a.

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Exemplo

33

Plotagem da funcdo Lagrangeana:

®,

& b 8 &

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

Dualidade

34

“Primal” “Dual”
Max f, =-A'b
= A T
tal que A 4A=—¢
A>0
m restri¢coes n restricdes
n variaveis de projeto £ in = Fomax m varidveis de projeto
m>n m>n
Demonstragao: x* é minimo

L(A) =-A"b deve ser maximizada s problema “Dual” e: f(x) =L(4)

Se: A, #0 = j&m restri¢do € ativa no problema “primal”
A,=0= jésima restri¢do € inativa no problema “primal”’

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Exemplo »

Min f=-4x,—x,+50

1% X, —X,<2 b

talque | ., g - c={_4};A= 1 2 b 8 -
X, +x, <10 -1 1 1 10
-5x,+x, <5 -5 1 5

x,20; x,20

Max L=-24-84,-104,-54,+50 7/3
Ao A My 5/3
. _ > . o
=) talqueﬁ“”lﬁﬂ3 54,24 m - o (SLA)=32 -
A +24L,+ A4+ 4,21
A0, i=14 0
7/3
. -4 1 1 1 -5(|5/3 0
VXL(X*,/l*)=c+AT/1=0:>{ }{ } ={} )4 )y =37
) A7 2 10 o[ lof=x =, A0 =3
0
X*l —X*z =2; X*l +2X*z =8

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Programacao Quadratica .

Um problema de Programacio Quadrética € definido como:

. 1 i
Min F(x) = 5 x"Ak+bx Suponha
x B < Matriz n variaveis de‘: IerJeto
tal que Bx<c¢ Hessiana € m restrigdes
x=0

O Lagrangeano do problema ¢ igual a:

:>X:_A_l(b+BT/1):>L(/l):_%ATD/l—d./lE—%bTA_lbi_' Termo

constante
onde: D=BA"'B" e d=c+BA™b
Assim resolve-se o novo problema usando o conceito da dualidade:

Max L(1)= 1 rpai—da m varidveis de projeto
A = 2 ' com simples restri¢des

(1>0)

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Utilizacao do SCILAB 7

Rotina SCILAB para resolver programacao quadratica: QUAPRO
[x,lagr,f]l=quapro(Q,p,C,b,ci,cs,mi,x0) resolve o problema:

matriz simétrica (nxn)

i I . )
ﬁm f= EXTQx+pT} ﬂ - vetor da solucdo 6tima;

x * lagr - vetor de multiplicadores de Lagrange
tal que Cx=b, (n+m+m,). Se o valor de um multiplicador
(mi Xn) € zero, a restricdo correspondente esta inati-
C,x<b, va, caso contrario esta ativa na ponto 4timo;
m, xn) * f - valor 6timo da funcdo;

(m, oA
\ e <x<c / * m; - nimero de restri¢cdes de igualdade;
S *X, - chute inicial de x; ou “x,=v” o célculo é
c=[c,.c,] \\ iniciado num vértice do dominio; ou/

“Xo=g” o valor inicial € arbitrario;

1x (mi +m, ) [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva

Algoritmos de Otimizacao Nao-lineares Com Restricoes 3

« Métodos Diretosmy verificam as restrigdes apOs seguirem
o procedimento do algoritmo de otimizacdo sem restri¢ao.
Ex.: Método das Projecdes do Gradientes e dos Gradientes
Reduzidos e Método das Direcdes Viaveis

* Métodos Indiretos m# transformam o problema com
restricdo num problema sem restricao.

Ex.: Métodos de Penalizacao e Método de Lagrange

\ Aumentado

Classifica¢do

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Métodos Diretos 3

Método das Projecoes do Gradientes e dos Gradientes Reduzidos
/ 1) Inicialmente consideremos restricdes lineares:

Min  f(x) Considerando r restrigdes ativas:
x =N'x-b= 0 onde:n; =a,
tal que i =3 'x=b; 20 Hlpotese bisica do método: X | =X, +08
j=1l...n, Caminha na fronteira das restricoes
X se encontra no subespago tangente as restricoes ativas, assim:
\_ N'x,,, =N'x, +oN's=>b=b+N's=>N's=0 %
A direcdo s € obtida através da solu¢do do problema:

L:sTVf—sTNl—,u(sTs—l):aa—L =VE-NA-2us=0=

—N'Vf-N"NA=0= A= (N" )NTVf:>

= =2—[1—N(NTN)‘NT]Vf :2—PVf

onde para w arbitrario, Pw € o subespaco tangente as restricdes ativas,

pois: N"Pw =N"[I- N(NTN)fl N'lw=0 ( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Método das Projecoes do Gradientes e dos Gradientes Reduzidos *

Fluxograma do método:

—{Calcular s = PVf J-—[ Remover restrigdo J
com A, mais negativo

Otimizacao

Unidimensional termina
de &
Verificacdo da violagdo das restrigdes: .
o a9)-b 200 s BN 7B g0
g;=a; \x;+o8 =a<- - =—=1
a;s a s

Vilido se a; s <0, caso contrario ndo hé valor 11m1te superior de &
devido a j- es1ma restri¢do. O valor limite de ¢ vale:
a = min a

a;>0

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

revtr ativas
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Método das Projecoes do Gradientes e dos Gradientes Reduzidos

2) Considerando restrigdes nao-lineares
Lineariza-se a restricdo em torno de x; s busca unidimensional move

para fora da fronteira da restricio ™ correcio

Direcao de
restauracio Corregflo .
Xigl ~ ' (x

g, =g;(x)+Vg, (% —x)

Direcao de

projecio &=0 | Verifica—se que:

restricoes
ativas

T ey ar A
s VI

:>[xi+1 =x, +a*s—N(NTN)_lga]

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silva]

Para 5% de redugio na funcio objetivo (¥=0,05): &*=
[-1,29 0,854]{ \@}

Como ndo hé violacdo da restricio ™® nio hé correcio:
. 11,61 -1,29 10,34
X, =X, +as= +0,988 = = f(x,) = 44,89,
1 0,854 8,01
{0,1684}
=

= 10,0382 => Restricdo g, ati N=Vg =
g(x,) Restricdo g, ativa mm $70.1620

Exemplo 2
Min = f=3x,++3x, x, =(11617,17) =g, =0, g, =0=>f =4725=
e 18 6V3 (3] o _fo1335) _ [0l . [01335 0]
tal que & =TS :Wf_{ﬁ}’ Vg‘_{o,zozl}’ Vgr{l}’N{O,zozl 1}_’
g,=%x,-57320 22.47 L. .
0, =x,~7.1720 :>P=0:>s=0:>,1={_2’798}:> elimina-se g;, assim:
_{0,1335} {0,6962 —0,46} ~ ~ {-1,29}
= =P= =s=—PVf=
0,2021 ~0,46  0,3036 0,854
005x47.25 e

0,4806 —0,4996
= =
-0,4996 0,5194

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
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Exemplo 8

-0,5764
0,5991

0,025x44,89

:>s=—PVf={ }; y=0025=>a=- =1,62

3
[-0,5764 0,599]{

a

Como g, € violada - héa correcdo

a

003825 NINN)"g, =108l ok rarsoNINTN) g, =403
8. =Y, = g, = =Xx,=x,+ta&s—-NIN'N) g = +

0,113 8,01
0,576 0,118 9,52
-1,62 + = = f(x,)=4432; g,(x,)=-0,0328
-0,599 0,113 9,10
* 99464 * 2 .
= =f(x)=44,78 (Solugdo Otima)
9,464

( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval

Métodos Diretos “

M¢étodo das Dire¢des Viaveis
Procura se afastar da fronteira das restricoes. Inicia-se na fronteira do

dominio viavel.

-0 we restricoes ativas
8= " n=" Direcdo vidvel:  s'Vg;>0
s Direcdo ttil: s'Vf<0
x v
f
Assim, a direcdo s € obtida através da solucdo do problema de
otimizacao: Programacdo Linear
Min A
s | — STng +6,<0 Se B,..=0= condi¢des KKT
talque sdo satisfeitas.
s Vi+£<0 6,20
|si| <1

[ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silyal

22



Exemplo 4

Min f=3x, +\/§x2

X, X
tall 2ue & =3'§_@20
q X, X,
g, =x,-5.7320

2,=x,-7.1720

x, =(1161,7,17)=g,=0, g, =0=>f =47,25=

Lvi 3] g, L0133 o [0
G B T o021 T8 T

Selecionando 6, =6, =1 ,tem-se:

:>0:=5,385:>x1={

Solugdo: s, =-0,6172; s,=1=
Busca unidimensional:

11,61 -0,6172
=>x, = +o
717 1
o é limitado por g,= a<5,385=>

s

f(x,) = 46,62
12,56}:> Ga)

Préxima iteracdo (somente g; ativo):

18
in 8 N x. | (02619
e 0,1335s, -0,2021s, + B <0 e _ 643" o0esof’
tal que ~UOOS DAY TS X,
—-s,+f3<0
35, ++/3s, + <0 vie] >
S S S =
1 2 3\/5
-1<s, <1
-1<s, <1
2 _/ ( Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silval
Exemplo 4
Min /£
026195, -0,0659s,+ A<0| | X
tal que ~ 0T sths 2 3g =0
35, +/3s, + <0 12 T R I
-1<5, <1 2L T
-1<s,<1 10 + §
Solugdo: s, =0,5512; s,=—1=> o T 3
Busca unidimensional: e T R g,=0
8’29 +a 0’5512 7 -JIIIIIIIIS TIIrrryrirrrriyrsrizsy,
=X, = R =
712,56 -1 6 1+ 3 & =0
a é limitado por g, = a <4957 = 5 -1"- E
49575 x, =4 P2 ) = 4622 =St ————t—
= O=AT=X = o [T ) =46, 5 6 7 8 9 10112 X
. 19,464 .
X = =f(x )=44,78
9,464
(Solucdo Otima) [ Prof. Dr. Emilio C. Nelli Silyal
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