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Componentes Fortemente

Conexos (CFC)



Relembrando (conceitos)

Grafo Conexo (ou conectado)

Um grafo nao orientado G = (V,A) € conexo
guando existe um caminho entre cada par
de veértices de G, caso contrario, G é
desconexo

Conexo Desconexo



‘ Definicoes
Componente Conexa

= Uma componente conexa corresponde a um
subgrafo conexo

Contem 3 componentes conexas
{V6}’ {V3’ V4}’ {Vl’ V21 V5’ V7}




Relembrando

Grafo Conexo

= Um grafo que nao possui arestas é
totalmente desconexo




Grafo Orientado Conexo

Um grafo orientado (digrafo) D = (V,A) é
conexo Se ao substituir todas as suas
arestas por arestas nao direcionadas,
tem-se um grafo conexo, caso contrario,

D é desconexo

v, v, v, v,
O_’T Vs w Vs
V4 Vd.

Conexo Conexo



Digrafo Fortemente Conexo

Um grafo orientado D = (V,A) é dito ser
fortemente conexo quando existe um
caminho entre cada par de vertices (x,y) e

tambéem entre (y,x)

Vi v, Vi v,
O_’T Vs ‘w Vs
Vd- Vd.

Conexo Fortemente Conexo



Componentes fortemente conexos

Um componente fortemente conexo de um grafo
direcionado € um subconjunto maximo de vértices
tal que, para todo par de verticesu e v, u e v sao

mutuamente alcancaveis

(— (—0 &
)
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Aplicacoes

O conceito de ‘acessibilidade’ € importante em
muitos problemas

EX. relacao entre locais e logistica de acesso

o Grafo modela uma cidade em que os vértices sao
cruzamentos e arestas sao ruas (possivelmente de
mao unica)

o Pergunta: como o fechamento de cruzamentos e ruas

afeta a acessibilidade a diferentes locais (ex.
hospitals, escolas, ...)?
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Aplicacoes

Como lesOes em diferentes regides do cerebro
podem afetar outras regioes?

Estudo de ‘comunidades’ (grupos de pessoas
muito relacionadas) em redes sociais (ou em
redes de colaboracao)

Estudo de dependéncias entre mddulos de um
software
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Componentes fortemente conexos

Um componente fortemente conexo de um grafo
direcionado € um subconjunto maximo de vértices
tal que, para todo par de verticesu e v, u e v sao

mutuamente alcancaveis

(— (—0 &
)
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Exercicio

= Nem sempre é€ trivial encontrar esses
componentes

o Quais 0os componentes fortemente conexos no grafo
(digrafo) abaixo?
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Exercicio

= Nem sempre é€ trivial encontrar esses
componentes

o Quais 0os componentes fortemente conexos no grafo
abaixo?

CFC: {2}, {1, 3, 4, 5, 6}, {7}, {8, 9}, {10, 11, 12, 13}
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Desafio!




‘ Componentes fortemente conexos

= Propor algoritmo para encontrar componentes
fortemente conexos

o Como fizemos no exemplo abaixo?
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‘ Componentes fortemente conexos

= Propor algoritmo para encontrar componentes
fortemente conexos

o Podemos usar a busca em profundidade!
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Componentes fortemente conexos

ldeia basica de umalgoritmo classico

o Um grafo direcionado G e sua versao transposta
T necessariamente possuem 0S mesmos
componentes fortemente conexos

o Dado G(V,A), o grafo transposto T(V,A’)

Mesmo conjunto V
Se existe a aresta (u,v) em G, existe a aresta (v,u)em T
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‘ Componentes fortemente conexos

= Exemplo: transpondo um grafo

o Os componentes fortemente conexos sao 0s mesmos
o {3}, {0,1,2}

G T

0‘0 - 0&0







Algoritmo

Passo a passo

Busca em profundidade para determinar tempo de término de
cada vertice no grafo original

Transposicao do grafo

Busca em profundidade no grafo transposto a partir do
vértice de maior tempo de término; se necessario,
processo e reiniciado a partir do proximo vértice de maior
tempo de termino (ainda n&o visitado na busca)

Os vertices de cada arvore de busca em profundidade do
grafo transposto formam os componentes fortemente conexos
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Exemplo

Busca em
profundidade

2/7
OO
(O—
4/5 3/6

Busca em profundidade Arvores com
no grafo transposto componentes

=)

LN =e

SSNORNO
0

2/5
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Sua opcao: 8
*** Seguencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1

No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS Grafo: vértice com maior tempo de término 8(26)

30



Sua opcao: 8
*** Sequencia de nos visitados na busca em profundid

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1
No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4
No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5
No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6
No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1
No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1

Pressione qualquer tecla para continuar. . .
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Sua opcao: 8
*** Sequencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1

Pressione qualquer tecla para continuar. . .




Sua opcao: 8
*** Sequencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .
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Sua opcao: 8
*** Seguencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1

No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS Grafo: vértice com maior tempo de término 8(26)
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= Busca DFS no grafo transposto a partir do
vertice 8

o Sequencia DFS: 9 8
o vertices 9 e 8 pretos
o CFC, {8, 9}
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Sua opcao: 8
*** Seguencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1

No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS Grafo: proximo maior tempo de término véertice 7(22)
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= Nova busca DFS no grafo transposto a partir
do veértice 7
o Sequencia DFS: 7
o 7/, 8 e9pretos
o CFC, {7}
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Sua opcao: 8
*** Sequencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1

No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS no Grafo: proximo maior tempo de término: vértice 10(21)
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= Nova busca DFS no grafo transposto a partir
do veértice 10
o DFS: 11, 12, 13, 10 (8 e 9 ja pretos)
o CFC,{10, 11, 12, 13}
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Sua opcao: 8
*** Seguencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1

No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS no Grafo: proximo maior tempo de término: vértice 1(12)



= Nova busca DFS no grafo transposto a partir
do veértice 1
o0 DFS: 654 31 (demais ja pretos)
o CFC,{1,3,4,5,6}
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Sua opcao: 8
*** Seguencia de nos visitados na busca em profundidade ***

No 2, descoberta=2, termino=3, antecessor=1
No 3, descoberta=7, termino=8, antecessor=4

No 4, descoberta=6, termino=9, antecessor=5

No 5, descoberta=5, termino=10, antecessor=6

No 6, descoberta=4, termino=11, antecessor=1

No 1, descoberta=1, termino=12, antecessor=-1
No 13, descoberta=16, termino=17, antecessor=11
No 11, descoberta=15, termino=18, antecessor=10
No 12, descoberta=19, termino=20, antecessor=10
No 10, descoberta=14, termino=21, antecessor=7
No 7, descoberta=13, termino=22, antecessor=-1
No 9, descoberta=24, termino=25, antecessor=8
No 8, descoberta=23, termino=26, antecessor=-1
Pressione qualquer tecla para continuar. . .

DFS no Grafo: proximo maior tempo de termino: vértice 2(3)



= Nova busca DFS no grafo transposto a partir
do veértice 2
o DFS: 2 (demais ja pretos)
o CFC. {2}
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Fim!




Exercicio

= Encontre os componentes fortemente
conexos do grafo abaixo
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‘ Questao

= Qual a complexidade de tempo desse
algoritmo?
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Algoritmo

Passo a passo

Busca em profundidade para determinar tempo de término de
cada vertice no grafo original

Transposicao do grafo

Busca em profundidade no grafo transposto a partir do
vértice de maior tempo de término; se necessario,
processo e reiniciado a partir do proximo vértice de maior
tempo de termino (ainda n&o visitado na busca)

Os vertices de cada arvore de busca em profundidade do
grafo transposto formam os componentes fortemente conexos
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‘ Questao

= Qual a complexidade de tempo desse
algoritmo?
o O(JV|] + |A]) com representacao de listas de
adjacéncias
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Componentes fortemente conexos

Alternativa: algoritmo de Tarjan
o Proposto por Robert Tarjan em 1972
o Também faz uso da busca em profundidade

o Usa uma pilha com “propriedade invariante”
So6 desempilha em situacao especifica
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DFS: mais uma propriedade

Possivel versédo do algoritmo de Tarjan

o Considera o tempo de descoberta (d) de cada veértice
Podemos ignorar o tempo de término

2 No tempo de término (v ficaria preto no DFS) o valor
low[v] v sera dado pelo menor valor entre
d[v] (o tempo de descoberta de v)

menor low(w), dados os vértices w conectados a v (i.e., existe
aresta (v,w)) por arestas de arvore

menor d[w], dados os vertices w na Pilha conectados a v por
outras arestas
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Algoritmo

Parametros de entrada: Grafo G e pilha P
Inicialmente vazia

Fazer busca em profundidade e para cada
vertice v de G
o Colocar vertice na pilha P

o Ao terminar de processar um vertice (que fica preto),
calcular e armazenar seu valor low

Se d[v] = low]|v], entdo v € a “raiz” de um componente conexo:
Vv e 0s demais vértices desse componente devem ser
retirados da pilha
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‘ Exemplo

Grafo




‘ Exemplo

Grafo

CFCs: {6,7}, {3, 4, 8}, {1, 2, 5}




‘ Exemplo

Arvore de busca
em profundidade,
partindo do vertice 1

?
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‘ Exemplo

Arvore de busca
em profundidade
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‘ Exemplo

Grafo

Arvore de busca
em profundidade

arvore
retorno

arvore

arvore

cruzamento

arvore

arvore

retorno
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‘ Exemplo Arvore de busca

em profundidade

Calculando tempo de descoberta
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‘ Exemplo Arvore de busca

em profundidade

Calculando valor low de cada vértice:

Grafo

low=1 low=1 low=3 low=3

E g B .o arvore

O OWRO g o

low=1 low=6 low=6 low=4

cruzamento

retorno
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‘ Exemplo

Pilha P (pilha inicialmente vazia)

low=1 low=1 low=3 low=3

low=1 low=6 low=6 low=4
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Exemplo

. | 3 (3) (5)8

Pilha P (empilhando conforme busca)  avore p
4

6 (d=7/low=7?) s cruzamento
7 (d=6/low=7?) 6
8 (d=5/low="7?) é”"“; A
4 (d=4/low=?)
3 (d=3/low="7?) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)
1 (d=1/low="?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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Exemplo

. _ 3 (3) (5)8

Pilha P (retornando conforme termina)  évore
4

6 (d=7/low=06) ¢ T
7 (d=6/low=7?) "
8 (d=5/low=?) é”"“; .
4 (d=4/low=7?)
3 (d=3/low="7?) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=?)
1 (d=1/low="?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

. 3 (3) (5)8

Pilha P (retornando) érvore
4

6 (d=7/low=6) ¢ e
7 (d=6/low=6) 6
8 (d=5/low=7?) é”"r‘; .
4 (d=4/low="?)
3 (d=3/low="7?) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low="?)
1 (d=1/low="?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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Exemplo

. | 3 (3) (5)8
Pilha P (CFC encontrado, desempilha)  avore j
4
6 (d:7/IOW:6) | 5 cruzamento
CFC: 6,7 érvore
7 (d=6/low=6) 6
8 (d=5/low=7?) é”"“; A
4 (d=4/low=?)
3 (d:3/|OW:7) low=1  low=1 low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)
1 (d=1/low="?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando) érvore

8 (d=5/low=4) é”"r‘; .

4 (d=4/low="7?)

3 (d=3/low="7?) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)

1 (d=1/low="7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando) érvore

8 (d=5/low=4) é””e? I

4 (d=4/low=3)

3 (d=3/low="7?) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)

1 (d=1/low="7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando) érvore

8 (d=5/low=4) é””e? I

4 (d=4/low=3)

3 (d=3/low=3) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)

1 (d=1/low="7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (CFC encontrado, desempilha)  avore

8 (d=5/low=4) | é”""“; .

4 (d=4/low=3) ~ CFC:3,4,8

3 (d=3/low=3) | ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)

1 (d=1/low="7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (empilhando)

5 (d:8/|OW:7) low=1  low=1 low=3  low=3
2 (d=2/low=?)
1 (d=1/low=?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando)

5 (d=8/low=1) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=7?)
1 (d=1/low=7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando)

5 (d=8/low=1) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=1)
1 (d=1/low=7?)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (retornando)

5 (d=8/low=1) ow=1 low=1  low=3  low=3
2 (d=2/low=1)
1 (d=1/low=1)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (CFC encontrado, desempilha)  avore

{ 'Y
retorno

5 (d:8/|OW:1) ) low=1  low=1 low=3  low=3
2 (d=2/low=1) - cFrC:1,2,5
1 (d=1/low=1)

low=1 low=6 low=6 low=4
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‘ Exemplo

Pilha P (pilha vazia)

CFCs encontrados low=1_ low=1__low=3 _ low=3
16, 7}
{3, 4, 8}
{1! 2’ 5} low=1 low=6 low=6  low=4
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Exercicio

= Encontrar CFCs no grafo abaixo com o algoritmo de
Tarjan
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‘ Questao

= Quais as vantagens do algoritmo de Tarjan
sobre o classico?
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Questao

Quails as vantagens do algoritmo de
Tarjan sobre o classico?
o Nao é necessario transpor o grafo

o Basta uma unica execucao da busca em
profundidade (versus 2 execucoes no
algoritmo classico)

84



‘ Algoritmo de Tarjan

= Segundo Donald Knuth (uma das
principais referéncias mundiais em
Computacao)

https://cs.stanford.edu/~knuth/

o Uma de suas implementacoes favoritas

o The data structures that he [Robert Tarjan] devised for this
problem fit together in an amazingly beautiful way, so that the
guantities you need to look at while exploring a directed graph
are always magically at your fingertips.

(http://www.informit.com/articles/article.aspx?p=2213858&WT.mc id=Author Knu
th 20Questions)
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Exercicio




Exercicio

= Encontrar CFCs do grafo abaixo pelo
algoritmo classico e pelo algoritmo de Tarjan
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Exercicio

= Implementar algoritmo de Tarjan

= Responder: qual a complexidade de tempo
de sua funcao?
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