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Exercicio 1 (a) 1. Temos que s(0) = 2m e s(2) = Om, asstm, o deslocamento do
corpo € As =s(2) —s(0) = —2m.
A velocidade média € v, = A—i, entdo temos vy, = 55 = —1m/s.
2. Temos que s(0) = Om e s(6) = Om, asstm, o deslocamento do corpo € As =
s(6) —s(0) = Om.

: e As .
A velocidade média é v,, = At entao temos v,, = % =0m/s.

3. Temos que s(0) = 0m e s(3) = —9m, assim, o deslocamento do corpo € As =
s(3) —s(0) = —9m.
A velocidade média € v,, = A_’i' entao temos v, = 3%90 =—-3m/s.

4. Temos que s(0) = Om e s(3) = 2,25m, assim, o deslocamento do corpo €
As =s(3) —s(0) = 2,25m.
225

A
A velocidade média é v, = —S, entdo temos vy, = 3 = 0,75m/s.
At

dv

__ds _
(b) Comov =25 ea=yg,

dt

1. Temos que

Asstm [v(0)] =3m/s, v(2)| =1m/s e a(0) = a(2) = 2m/s°.

2. Temos que
v(t) =6—2t

a(t) = —2.
Assim [v(0)] = 6m/s, [v(6)]| =6m/s e a(0) = a(6) = —2m/s.

3. Temos que
v(t) = =32 +6t—3

a(t) = —6t + 6.
Asstm [v(0)] =3m/s, [v(3)| =12m/s, a(0) = 6m/s* e a(3) = —12m/s°.

4. Temos que
v(t) =t =32 + 2t

a(t) =3t2 —6t+ 2.
Assim [v(0)] = 0m/s, v(3)| =6m/s, a(0) =2m/s* e a(3) = 1Tm/s?.



(c) O corpo muda de diregdo no instante t tal que v(t) = 0.

1. Como 0 =v(t) =2t—3 logo t =1,5s.

2. Como 0 =v(t) =6— 2t logo t = 3s.

3. Como 0 =v(t) = —3t2+6t—3 logo t = 1s.
4 (t) =

Como 0 =v(t —3t?+ 2t logot=1s et = 2s.

Exercicio 2 (a) Notemos que v(t) = 3t> — 12t + 9 logo a velocidade € nula se 3t* —
12t + 9 = 0. Isto €, a velocidade € nula em t =1s et = 3s. Além disso, a fungdo
aceleragdo € a(t) = 6t— 12 e assim, a aceleragdo nos instantes que a velocidade €
nula vao ser a(1) = —6m/s? e a(3) = 6m/s>.

(b) Pelo feito no item a), a(t) = 6t —12. Logo a aceleragdo € nula em t =2s. Assim,
o modulo da velocidade do corpo em t =2s € |v(2)| =3m/s.

(c) A distdncia total percorrida pelo corpo € s(2) —s(0) =2—0=2m.

Exercicio 3 Como v = temos que

dt’

VMm«te = 3, 72t

Viupiter = 22, 88t.
Logo, o tempo que vai levar a pedra atingir a velocidade de 27,8 m/s em Marte vai ser

det= %% =7,47s e em Jupiter vai ser de t = 2227888 =1,22s.

Exercicio 4 (a) Temos que a velocidade var ser v(t) = 112—32t. Assim, v(2) =48m/s,
v(3) =16m/s e v(4) = —T6m/s.

(b) A altura mdzima € alcancada no instante t tal que v(t) =0. Logo, t = 5+ = 3,5s.

(c) O objeto atinge o chdo no instante t tal que s(t) = 112t — 16t> = 0 onde t # 0.
Logo t =7s.

(d) A wvelocidade no instante t =7s € v(7) = 112m/s.

Exercicio 5 (a) Temos que v(t) = £ = 24t2 — 24 logo v(3) = 24.(0,5) — 24 = —12
Isso significa que a velocidade € de 12 m/s com sentido oposto ao positivo mo
referencial. Assim, o carro move-se 12 m/s ao oeste.

(b) Sev(t) =0, logo 24t:—24 =0 e assim t = 1s. Assim, temos que s(1) = 16—24+16 =
8m.

Exercicio 6 (a) Direita: 0 < t <1 e4 <t < 6; esquerda: 2 < t < 3, estd parada:
IT<t<2ed<t<4

(b)



0 1 t
T (segundos)

Exercicio 7 Seja z a distdncia entre A e B, x a distdncia percorrida por A ey a
distdncia percorrida por B. Note que

o 22 = (150 —x)? +y?
dx
— = 35km/h

* a3k

dx
— =25km/h
* at m/

Derwando ambos os lados da expressao do primeiro item, temos

dz dx dy
22— =-2 —X)— + 2y—.
N (150 — x) It + Yt

Observe que, apds 4h, x =4-35 =140km, y =4-25=100km e

22 = 1007 + (150 — 140)?

== V10100.
Portanto,
dz _ (150 — 140) - (—35) + 100 - 25 _ 2150 km/h.
dt V10100 V10100
Exercicio 8 (a) Para f(x) ser diferencidvel em x = a, precisamos verificar a existéncia

. o, fx) o
do seguinte limaite lim M.
Xx—a X—Qa

Para a < 1, temos

tim ) =@ xma
x—a X —a x—aX —Qa x—a
Para a =1, temos
f(x) — (1) X




_ 2 _ _
i T g X D) 1122
x—1+ X — x—1+ X—] x—1+ X—1 x—1+

Para 1< a<9, temos

fix) — £ 22 _
m—(x) (a) —lim >~ % —lim (x=a)lx+a) =limx+a=2a
x—a X—a x—a X —a x—a x—a b

Para a =9, temos

_ 2_ o2 B
lim T FO) g X Cgim X e o018
x—9— x—9 x—9~ X —9 x—9~ x—9 x—9~
_ _ 02 _ _
im 0V o VX s i VXT3 7 gy WX E3NVXA3)
X099t x—9 x—9t  x—9 x—9+ x —9 =9t (x — 9 (x+3)

x—9 1 27
27 1 7 lim = 2
ot (x— 9 (VX +3) o X+3 6

9
2
Para a > 9, temos

i () =@ VX =27V o V= va oo (VR Va) (vt Va)

x—a X—a x—a X—a x—a X—a x—a (x—a)(\/)_(—|- \/a)

27 lim x—d 7 lm %
e (x—a)yx+va) T ek +yVa o 2va

Portando, f € diferencidvel em {x e Ryjx #1 e x # 9}

(b) Para f(x) =x, f'(x) =%, onde o dominio de f'(x) é {x € R;x < 1 e x # 0}.

Para f(x) = x*, £1(x) = /X, como o dominio de f é {x € R;1 < x < 9} e seu con-
tradominio é {x € R;1 < x < 81}, todos os valores de x para f~'(x) serdo positivos,
desse modo sempre existird raiz real e o dominio de f~' serd {(x e R;1 < x < 81} e
seu contradominio serd {x € R;1 < x < 9}.

Para f(x) = 27/x, f1(x) = 7"729 e seu dominio serd {x € R;x > 81}

Portanto f~'(x) eziste para todo x € R\ 0.

(¢c) Temos
x, x<lex#0
f1x) =< %, 1<x<81
X, x> 8l
Para a <1 ex#0, temos
f(x) —f'(a) xX—a

lim = lim
x—a X—a x—aX—a

=1



Para a =1, temos

x—1— x — 1 xiH*X—] =1

—1 1 . -
11mf (x)—f (1)_1 X —lim\/z 1'\/>_<+1
x—1+ x— 1 x—1t X — x—1+ X — 1 \/)—(—I—]

Para 1 < a < 81, temos

) VR—va L R—ya R ya
115% X—a _1% X—a x%a X—a \/—+\/_

X —a 1 1

11m lim =
x—a x—a \/_—l—\/_ x—>a\/)_(—|—\/a 2\/6

Para a =81, temos

R 1 B SR V-9 VXA

— lim
oa- . x— 81 - x— 81 s x—81 Jx+9

lim x 81 m =11
s (x—81)(VX+9) o8- VXx+9 V8T+9 18

) —fT(81) L E VBT x2—9.729

lim = lim 222 — A i

x—81+ x — 81 x—81+  x — 81 Narci 729(x—81)
X2 —817 5 (x—81)(x+81) .. x+81 162 2

odit 729(x — 81)  xosit 729(x—81)  xuste 729 729 9

Para a > 81, temos

2 2
i =@ s s
x—a X—a x—a X—da
lim x? —a? — 1 x—a)x+a) . x¥*-—d mxte_ 2a

- = _— ]_ _—
R T729x—a) sma 729(x—a)  vsa729(x—a) xoa 729 729

A deriwvada de f~' é dada por

1, x<lex#0

(F)() =4 3% 1<x<8l

2x
29y X > 81

e f! nao é derivdvel emx =1 e x = 81.



Exercicio 9 Para f(x) ser diferencidvel em x = 2, precisamos verificar a ezristéncia do

—f(2
sequinte limaite limM
x—2 X—Z
—f(2 2_ 2 A(x—2
fim () =F2) g X T e G k) S TSRS S S S
x—2— X—Z x—2— X—Z x—2— X—Z Xx—2~
. f(lx) —1(2) . x+2—4 R — .
lim —— =1lim — = lim =lim1=1
x—2+ X — x—2t x—2 x—2t X — x—2t
f(x) —f(2 f(x) —f(2 f(x)—f(2
Como lim M # lim M, entao ﬂlimM e portanto f nao €
x—2~ x—2 x—2t x—2 x—2 x—2

diferencidvel em x = 2.

Exercicio 10

(a) Calcularemos primeiro a derwada f'(2) utilizando limite:

XZ 4 (X+2) (X*Z]
. flx) —1(2) . > —4 g —4 . x+2-4 L ox—2

1(9) — LA Gl x=2 " _ _ox2 " Lre T -
() =lig = —= =lig 22— =lim — > — =lig ——— =lim 5 =1.

A derwwada de uma fungdo representa o coeficiente angular da reta tangente a fungdo
f no ponto (x,f(x)). Desta forma, a derivada de x sd seria nula se o grdfico da fun¢do
fosse paralelo ao eizo x em um intervalo em torno de x = 2. Além disso, é importante
perceber que para realizar o cdlculo da deriwada em um ponto, nao é correto calcular
f(x) (que possut um valor constante) e depois a derivada, pots desse modo a derivada
seria nula em qualquer ponto.

(b) Como 2 € Dom(f), para descobrir se f € continua em x = 2, deve-se calcular o limite
de f(x) com x tendendo a 2 e verificar se assume o mesmo valor de f(2):

x> —4 _ lim (x+2)(x—2)
x—2 X—Z x—2 X—Z

=limx+2=2+2=4
Como lin% f(x) =4 =1(2), entdo f € continua em x = 2.
xX—

(c) Como wvisto no item (b), o limite que verifica a continutdade de uma fungdo g em

<z

um ponto p € Dom(g) €

lim g(x)
X—Pp

e esse limite deve ser igual a g(p).
E como wvisto no item (a), o limite que calcula a derivada de g em p € Dom(g) €

oy i 9(x) — g(p)
g(p)—){gl;—x_p

(d) Para calcular possiveis assintotas verticais, deve-se tomar os limites: lim g(x) e
x—pt
lim g(x); Caso algum destes limites resultar em +o0o ou —oo, entdo a reta x = p serd
X—p~
assintota vertical da fungao g.

Para calcular possiveis assintotas horizontais, deve-se tomar os limites: lim g(x) e

X——00

liI_El g(x); Caso algum destes limites resultar em um wvalor finito ¢, entdo a retay =c
X—+00

serd assintota horizontal da fun¢do g.



(e) Refazendo (a), temos:

po f0—f2) L A1 BB x 21 x4
xlig x—2 _XIE% x—2 _xlig x—2 _xlig x—2 _xligx—z
.ox+1
lim =400
x—2+t X — 2
.ox+1
lim = —00
x—2- X — 2
Como 11151 f(x) # 11151 f(x), nao existe derwwada em x = 2 para a nova funcao.
x—2+ x—2~
Refazendo (b), temos:
24 2)(x—2
TroRati O LAl St SOV S S S
x—2 X —2  x—2 x—2 x—2

Temos que f(2) =1, como lirr% f(x) # f(2), entdo f ndo € continua em x = 2.

Exercicio 11

(a) Para que a funcdo f seja continua em 2 € necessdrio que: 2 € Dom(f) e lir?+ f(x) =
X—

11151 f(x) = f(2). E possivel notar que f(2) =1 e calculando os limites:
X—Z—

lim f(x) = limx+1=2+1=3

x—2~ x—2~

lim f(x) = lim 1 =1
x—2+t x—2+

Portanto, f ndo € continua em x = 2.

(b)

. flx) —f(2) . 1—=1

lim = lim =0

x—2t+ x—2 x—2+ X — 2
o 00— k=1 x
x—2~ x—2 —XHZ* x—2 _XHZ*X—Z— >0

Como nao existe lin% f(x), entdo f nao € diferencidvel em x = 2.
X—

(¢c) A partir do grdfico da funcgdo, € possivel notar que ocorre um "salto"quando x = 2,
indicando a descontinuitdade da fungdo messe ponto. Além disso, para qualquer x > 2,
a funcao € constante e, desse modo, a derivada nesses pontos € zero. Jd para valores
de x menores que 2, o crescimento da funcdo é ndo nulo, ou seja sua deriwada nao é
zero. Dessa forma, f ndo € derivdvel em 2.

(d) Para a <2, temos

f(x)—f 1— 1 —
fiix) = lim () =) xF1—fa+ ) x—a_y
x—a X—a x—a X—a x—a X —a
e para a > 2, temos
— 1—1
f'(x) = lim f(x) —f(a) = lim = 0.
x—a X —a x—aX — ad

S6 nao existe derwada para x = 2. Dessa forma, o dominio da fun¢do derivada €
Dom(f’) = {x € R;x # 2}.



S
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Exercicio 12

(a) Note que 4 € Dom/(f) e temos

lim f(x) =lim—x+4=—-4+4+4=0

x—4- X—"
lim f(x) = limx—4=4—-4=0
x—4+ x—4+
f4)=4—-4=0
Como lirri f(x) = 111}11 f(x) =0 =1(4) a funcdo € continua em x = 4.
xX— x—4~
(b) . .
im T X2
x—4+ x—4 x—4t X — x—4+
im OV ) XA X =
x—4— X — x—4- X — x—4— X — x—4=

Como ndo existe lim f(x), entdo f ndo € diferencidvel em x = 4.
x—4

(c) A funcgdo € continua, portanto nao existem "saltos"em seu grdfico. Entretanto, como
€ possivel observar, em x =4 o grdfico possur um "bico”, o que indica que nao ezxiste
deriwada nesse ponto, pois nao € possivel encontrar reta tangente nesse ponto.

(d) Parax <4, f'(x) =—1 e para e para x > 4, f'(x) = 1. S6 nao existe derwada para
x = 4. Dessa forma, o dominio da funcdo derivada € Dom(f’) = {x € R;x # 4}.

Exercicio 13 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e

lim f(x) = lim —x* =0,
x—0+ x—07F

lim f(x) = lim x* =0,
x—0~ x—0~

entdo lirgl+ f(x) =0 =1(0), portanto f € continua em 0.
x—



. f(x) —f(0) — ]
lim ——— = lim — = lim —x =0,
x—0F x—0 x—0t X x—0+
. 2
fim ()0 X himx—o.
x—0~ X — x—0~ X x—0~
f(x) —£(0)

Logo, Ellin% e portanto f é derivdvel em 0.
X—

x—0

(c) f € continua em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

limx* = a? =f(a), sea<0

lim f(x) = < ¢
x—a ljm_xzz—azzf(a), sea>0
Xx—a

f é derwdvel em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

¥ —a> (x—a)(x+a)

. f(X)—f(a) B 7];]E}]_‘(]_l ~—a — — :ZCL, Sea<0
>1<1—I>Icl1 x—a —x? — (—a?) —(x—a)(x+a)
lim = =—2a, sea>0
x—a X—a X—a
(d)

Figura 1: f(x)

(e) De acordo com os itens anteriores,

, 2x, sex <0
f'(x) =
—2x, sex >0

portanto Dom(f’) = R.

Exercicio 14 (a) Seja p € Dom(f) e assuma que f € diferencidvel em p, ou seja,

f(x) —f(p)

f'(p) = lim . Considere o sequinte limaite
X—p X—7P
lim £(x) — £(p) = lim(x — p) 22— P _ i ix — p).tim (=) _ g prp) — 0,
X—p X—p (X — p) X—p X—p X—Pp

Entao, temos



lim f(x) — f(p) =0 = lim f(x) — lim f(p) =0 =

X—p X—p X—=p
= lim f(x) — f(p) =0 = lim f(x) = f(p).
X—p X—p

Portanto, f € continua em p.

(b) A reciproca nao € verdadeira. Tome como contraexemplo a funcdo f(x) = |x|, as
Justificativas estao no Exercicio 16.

Exercicio 15 (a)

. f(x)—f(0) X
lim ————= = lim — =1,
x—0t  x—0 x—0+ X
f . 2
im (O X o,
x—0~ X — x—0— X x—0~
f(x) —f(0 .
Logo, ﬂlimM e portanto f nao é deriwvdvel em 0.
x—0 x—0
(b)
lim fix) =~ f(0) = lim 0-0 =0,
x—0+ X — x—0+ x — 0
_ 2
lim M: lim X _ lim x = 0.
x—0~ X — x—0~ X x—0~

f(x) —f(0)

0 e portanto f € deriwvdvel em 0.
X —_

Logo, 41lim
x—0
Exercicio 16 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e
lim f(x) = lim|x| = 0 = £(0),
x—0 x—0
portanto f é continua em 0.

(b)

. f(x) —f(0) . Ix] X
lm ——————— = 1lim — = lim — =1,

x—0+t X — x—0t X x—0t X

x—=0- x—0 x—0— X x—=0— X

e portanto f nao é deriwdvel em 0.

f(x) —f(0)
0

Logo, Blim
x—0 —
(c) f € continua em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

lim f(x) = lim [x| = |a|] = f(a).
X—a X—a

f € derivdvel em a € R* pertencente ao dominio da f, pois

p )= fla) )RS =1, sea>0
e x—da lim|x|_|a|:—1, sea<0



[ T e T T

Figura 2: f(x) = |x|

Exercicio 17 (a) Note primeiramente que 0 € Dom(f) e

lim f(x) = limx3 = lim ¢/x = 0 = £(0),
x—0 x—0 x—0

portanto f é continua em 0.

1 1
_ P ]
(b) f(a) = lim ) =fl) _pppezar 1T
x—a X—a x—a X—da 3as 3va?

(c) Nao existe f'(0), pois como vimos no item (b), f'(x) = 3\31/7 e portanto 0 ¢ Dom(f’).

. . . f(x)—f(x—h
Exercicio 18 Temos que a deriwvada € definida como ]1111% ) h(x ), e para que ela
_)
exista, ou seja, para que esse limite exista em x = 0, os limites laterais tem que apresen-
, . f(x)—f(x—nh) . f(x)—f(x—h)
tar os mesmos valores. Assim temos calcular lim e lim ,
h—+0 h h——0 h
para x =0 e comparar os seus valores.
. f(x)—f(x—h)
Para lim , temos:
h—+0 h
. f(x)—f(x—h) .. f(0)—f(0—-h) .. f(0)—f(-h)
hlLrEo h N hllglo h N hlLrEo  h

por h —* 0 fazer com que h >0, e que —h <0
I T—(=1 I
i h hefon

que € um limite indeterminado que tende a —oc.

Agora para lim fO) = fx—h) temos:
g P h—=0 h ’ '
lim f(x) —f(x—h) m f(0) —f(0—h) lim f(0) — f(—h)
h——0 h - h——0 h - h——0 h ’
por h =~ 0 fazer com que h <0, e que —h >0
. 1—=1 .0
11113}0 h hhj{lo h 0.
. . . flx)—f(x—h) , . f(x)—Ff(x—h
Olhando para os limaites laterais notamos que lim () x ) # lim ) x ) .
h—*0 h h——0 h

Portanto, pelos limites laterais, para x = 0, serem diferentes, temos que o limite



. f(x)—f(x—"h)
lim

h—0 h
ponto nao pode ser calculada.

Se fizermos o grdfico da f(x) podemos notar o sequinte também.:

ndo € determinado, e que portanto a derivada de f(x) para esse

f(x)

Por ela nao ser continua em x = 0, olhando para um x — 0 vindo dos negativos,
a f(x) tem que dar um salto de variacdo que tende ao infinito para subir de —1 para
1, porém, vindo de um x dos positivos, a f(x) se comporta como uma constante, com
uma variagao nula. Essa dualidade do valor da derivada que depende da direcao em

que se escolheu mover o x faz com que ela nao possa ser verdadeiramente determinada
em x = 0.

Exercicio 19 (a) Observe que se x # 0, f(x) = x*sen(1/x) logo f € derivdvel para todo
x #0. Calculemos a derivada: temos f'(x) = 2xsen(1/x) —cos(1/x) para x #0 e

x?sen(1/x)

f'(0) = lim
x—0 X
= linéxsenU/x)
=0.

2xsen(3—() —cos(1/x) , sex#0

0 , sex =0
de f" é R. Também notamos que as funcgdes sen(1/x) e cos(1/x) sdo continuas para
x # 0. S6 falta analisar a continuidade de f' em x =0. Com efeito,

Assim, tem-se f'(x) = . Notemos que o dominio

lim f'(x) = lim 2x sen (J—() —cos (1/x)

x—0 x—0

= indeterminado.
Portanto, f' é continua em R —{0}.

(b) Da mesma maneira que (a), observemos que

2 —2
f'(0) = im X sen(]x/x) = +ooou — oo.

Por tanto, ndo existe f'(0) e f'(x) = 2xsen(1/x) —cos(1/x) para x € R —{0}. Isto &,
o dominio de f' é R —{0}. Assim, f’ € continua em R —{0}.



Exercicio 20

. f(x)—f(x—h) . k—k . O
/ — = _ = — = / =
(a) Temos que f'(x) = }lllir(l) - = }11132_) - %Llil(l) n 0, portanto f'(x) = 0.
f(x) — f(x —h " (x—h)n
(b) Temos que f'(x) = lim b) — flx ) = lim u, podemos expandir (x —h)"
h—0 h h—0
. . . xX"—(x—h)"
pelo polinémio de newton dado por (a+b)" =a™+na™'b+..+b", ]111rr(1) % =
_)
. X"—x"+nx""h+..+h" _ nx"'h+4+..+h" o N
lim = lim =limnx""" +..+h" =limn(x—
h—0 h h—0 h h—0 ho0
™ =nx™"', portanto f'(x) = nx".

. . 1 . . .
(c) Primetramente, temos que f(x) =y = xn, ou seja, y™ = x, assim fazemos a derivada
para os dois lados, mo lado com o x usamos a regra determinada em (b), com n =1,

%y" =1-x""1"=1, assim temos que d%y“ = 1. Para derwarmos y", que depende de X,
podemos usar uma regra chamada regra da cadeia, que nos permaite descrever %y“ como
Lym =y 'Y, portanto Lyt =ny" ¥ =1. Assim ¢ = nyl_] = ( ]1>n_1 = Lyt
nixn
. f(x)—f(x—h . sen(x)— sen(x —h . :
(d) Temos que f'(x) = lim be) — 1 ) = lim ) ( ), pela relagdo trigo-
h—0 h h—0

nométrica sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) podemos reescrever

sen(x) — sen(x — h) 5 sen(x) — sen(x)cos(—h) — cos(x) sen(—h)

- ; -
. sen(x)(1 —cos(—h)) —cos(x) sen(—h)
= lim )
h—0 h
por sen(—a) = —sen(a) temos

. sen(x)(1 —cos(—h)) + cos(x) sen(h) . sen(x)(1 —cos(—h)) .. cos(x)sen(h)
lim = lim +lim ————
h—0 h h—0 h h—0 h

limcos(—h) =1 e lim
h—0 0

sen(x)(1 — cos(—h)) cos(x) sen(h)

lim lim —— =
h—0 h h—0 h
_oosen(x)(1—1) .. sen(x)(0) B
= }LliI(l) — + %Llir(l) cos(x) = ]11151(1) — + cos(x) = cos(x),
portanto f' = cos(x).
f(x) — f(x —h —cos(x—h .
(e) Temos que f'(x) = %Lirr(l) &) h(x ) = }llin(l) cos(x) — cos(x ), pela relagdo trigono-
— —

métrica cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) podemos reescrever

cos(x) — cos(x) cos(—h) + sen(x) sen(—h)

lim cos(x) —cos(x —h) — Jim
h—0 h o h—0 h o

= lim cos(x])(1 —cos(—h)) + sen(x)sen(—h)

h—0 h ’



por sen(—a) = —sen(a) temos

. cos(x)(1 —cos(—h)) — sen(x)sen(h) . cos(x)(1—cos(—h)) .. sen(x)sen(h)
lim = lim —lim—

h=0 h h—0 h h—0 h ’

limcos(—h) =1 e lim
h—0 h—0

sen(x) sen(h) i cos(x)(1—1)

il gt -
.. cos(x)(0) B
= }lllil(l) = — sen(x) = —sen(x),
portanto f'(x) = —sen(x).
. f(x)—f(x —h) Y eX(1—e™)
/ — — — —
() Temos que 0) = i 25— 2 i S — i - i S0
. 1—e . eX(1T—e™) . 1—e N S
pelo limate %15(1) = 1, }LILI(I)T —e %15(1) = e*, portanto f'(x) = e*.

(g) Temos que

, f(x +h) —f(x) . In(x+h)—In(x)
f'(x) = lim = lim —
h—0 h h—0 h
(M) In(2+D) . In(14+ )
= lim X~ =lim —*—* =lim X,
h—0 h—0 h—0 h
fazendo h=u-x,
In(1+ 1L In(1+ = In(1 1 In(1 1
fim PO RO 04w Ty O +w) T 0 1w
h—0 h u—0 ux u—0 ux X u—0 u X u—0

por 1111(1)(1 Tu)u =e, 1ln <Iim(1 +u)%> = 11In(e) = 1, portanto f'(x) = 1.

(h) Temos que

) (X) _ (X o ) X x—h ex~1n(a) e(x—h)~ln(a)
f'(x) = lim =lim —— = lim =
( ) h—0 h h—0 h h—0 h
ex~ln(a) . ex-ln(a) X efhln(a) ex-ln(a)(] . efhln(a))
= lim = lim
h—0 h h—0 h ’
1— e7h~ln(a)
pelo limite lim — = In(e™@) =n(a),
—
) ex-Ln(a) 1— efh-ln(a) ] 1— efh-ln(a)
lim ( ) =e* - lim = ™Y n(a) = In(a) - a*,
h—0 h h—0

portanto f'(x) = In(a)a*.

(i) A regra em que (b) e (c) sdo resumidas € a regra do produto, a qual ndo apenas serve

para n ou 111 comn € N mas também para um r € R.

(7) Isso ocorre pelas fungdes para (b) e (h) serem bem diferentes, (b) é um x elevado a
uma constante, enquanto (h) € uma constante elevado a x (ou um e*¢, pois a* = e»(@x,

sendo C =1n(a)), tanto que a derwada de (b) é nx™"! engquanto a de (h) € In(a)a*.



Exercicio 21 Observe que

£10) = i L g (7).
1

Agora, considere a sequéncia (hy), = <—(]/2 iy

) e note que
n

e h, —» 0 quando n — oo.

. ( 1 ) 1, sen par
esin|— | =
hy —1, sen impar.
1
Logo, limy_,qsin (ﬂ) ndo eriste e, consequentemente, f'(0) ndo existe.
f(4+h) — (4 5—(4+h)—1
Exercicio 22 (a) f' (4) = lim;_,- (4+h)—f(4) = limy_,o- (4+h) =

f(4+h)—f(4)_hm 1/(5—(4%—?1))—1_1
h — h—0+ h - b

—1.

f_/~_ (4) = lithOJr

(b)

(c) f € descontinua em x =0 e em x =5.
(d) f ndo € diferencidvel em x =0 e em x =5 (pots € descontinua nestes pontos) e
em x =4 (as derwvadas laterais sdo diferentes).

Exercicio 23 Observe que

—2x—1T,x <=2
h(x)=<¢3,-2<x<1
2x+1,x > 1

€ derivdvel em R —{—2,1}.
Além disso,

—2,x < —2
h'(x) =¢0,-2<x<1
2,x > 1.



Figura 3: Gréfico de h.

Figura 4: Grafico de h'.

Exercicio 24 (a) f(t) € uma funcdo constante, portanto sabemos que a f'(t) = 0.

(b)

g(x) € uma subtragdo de uma funcdo constante com uma polinomaal, e sabemos que
derwvada de uma subtracdo € a subtragdo de derivadas, portanto g'(x) = d%17x —
65 = %17x— d%65 =17—-0=17.

H(u) é wma razdo das fungdes f(u) = 5u+ 1 e g(u) = 3/u, assim podemos

descobrir H’ (u) pela regm do quociente onde d%% = W} portanto

H/(u) = BaowtD-Gvi_ui) 4 (3v) JBVW-Butl)(3gg) 15Vt —ge SR
- (3vu)2 ou - ou - ou -

15u—3 5u—1 5

2V 2vn . 2 5—*

ou T~ 3u 3 G\f

(d) u(x) € a soma das funcgées f(x) = x> e g(x) = x, portanto % =f'(x)+g'(x) = 3x*+1.

(e)

(f)

f(t) € a soma das funcgdes g(t) = t'/? e h(t) = k, supondo que k é uma constante

qualquer, f'(t) = g’(t) + h'(t) = \[+0—2\/{, sendo f'(t) = 2\/

g(u) € a soma das fungdes f(u) =u? e h(u) = m, supondo que m € uma constante
qualquer, g'(u) = f'(u) + h/(u) = —2u=3, sendo g’(u) = f'(u) + h/(u) = —2u=?



(g) Usando a regra da deriwvada da soma de funcgdes, a da multiplicacdo de uma fungdo
por uma constante, e conhecendo que Lsenx = cosx e Llnx = 3—(, temos que

dx dx
f/(t) =2cost+ 5.

(h) Conforme as regras antertores, podemos separar y(t) em duas fungbes mais stm-
] —_ 71 ; A - d — 2
ples e fazendo =17, com a derwada de poténcias temos que ¢! =1+ 5

3

(i) f(x) € a soma das funcgées g(x) = x*> e uma F(x), portanto f'(x) = g’'(x) + F'(x) =

3%+ F'(x).

(j) Conforme as regras anteriores, podemos separar h(u) em duas fungdes mais stm-
ples, e sabendo que d%e“ = e", temos que h'/(u) = 2F/(u) — 3e".

(k) Como mas anteriores, podemos separar f(x) em fungbes mais simples de serem
. =5
derwadas, e conhecendo que % cosx = —senx, temos que f'(x) = 3senx —30x72 .

(1) Para encontrar as derivadas sequndas das fungbes podemos utilizar os mesmos
truques e as mesmas regras que em todas as anteriores, o que nos permite a
chegar nas sequintes fungoes:

(a) f'(t) € uma funcdo constante, portanto sabemos que a f'(t) = 0.

(b) g’(x) € uma fungcdo constante, portanto sabemos que a g'(t) = 0.

5-L -
(c) H'(u) = G/, para encontrar H"(x) podemos usar a regra da razdo, o0 que nos
3l_is
Lrevu-5-116l L (+h)evau-(-1) L S a2
. " 2 Ju u? uw’ Ju o 2 Vu
permite chegar a H'(x) = GYE = = =

u/(x) = 3x?, portanto u'(x) = 6x.

)
(e) Se f'(t) = 51z, f'(t) = —4t7%%, mas se f'(t) = ;12 + §, f'(t) = 3t~
(f) Se g'(w) =—2u>, g'(u) =6u™, e se g'(u) =—2u>, g'(u) =6u™
(g) f'(t) =2cost + z]_x» portanto, apds separar e deriwar cada funcdo dentro dela,
f'(t) = —2sent — Jx 2.
(h) & =1+ 3%, portanto ¥ dtz — 413,

) G
) f'(x)3x%* + F'(x), portanto f'(x) = 6x + F'(x).

) h/(u) = 2F'(u) — 3e", portanto h'(u) = 2F'(u) — 3e*.

) f'(x) = 3senx — 3Ox%5, portanto f'(x) = 3cosx + 45x7

(m) Em (i) descobrimos que f'(x)3x* +F/(x), portanto, f'(2) = 3(2)>+F'(2) = 12+ F/(2),
pela questdo dizer que F'(2) =5, concluimos que f'(2) =12+ F/(2) = 17.

(n) Se g for funcdo diferencidvel em x entdo: caso u seja constante em relacdo a
z temos f'(x) = g’(x) + cos(x); ou caso u seja uma fungdo de z temos f'(x) =
g’'(x) + cos(x) +u/(x).

Exercicio 25 (a) f(u) = % = 6u?, portanto, pela "regra do tombo", f'(u) = 6(—2)u " =

—12u—3 = u—32



T -6 i 12
u4 ut Toud

(b) f(u) = u—62, portanto, pela regra do quociente, f'(u) =

(c) Ambos os métodos coincidem.

(d) f(x) = 3* = e*3*, portanto, pela regra da cadeia, f'(x) = 3*In(3). g(x) = X3,

portanto, pela "regra do tombo", g'(x) = 3x*. Dessas derivadas se conclui que, por
mais que envolvam expoentes e os valores de x e 3, elas ndo apenas usam regras
de deriwvacao diferentes como tem derivadas distintas.

f(x)g(x) — f(x —h)g(x — h)

Exercicio 26 (a) O limite da velocidade média de fg € lim

h0 h ’

: d . o
que € 1gual a d—fg(x). Manipulando esse limite temos que
X

f(x)g(x) —f(x —h)g(x —h)

lim

h—0 h
_Hmf(X)g(X)—f(x—h)g(x—h)+ (f(x —h)g(x) — f(x —h)g(x))
~ h30 h
i 9O — Fix — h)) + F(x — W) (g(x) — gx —h))

h—0 h
_Hm(g(x)(f(x)—f(x—hn+f(x—h)(g(x)—g(x—h)>)
~ h0 h h
i 900 = x =) fx—h)(g0x) — g(x—h))

h—0 h h—0 h

f(x) — f(x —h) g(x) —glx—h)

h—0 h—0 h + ‘}Llir(l) f(X B h) }1113(1) h

—glx) lim f(x) —;‘l(x—h) +7(x) lim g(x) —ﬁ(x—h)
= Q(X)%f(X) +f(x)d—g(x)

Portanto, para f(x) e g(x) derivdveis em x, temos que

g = tim (IO ZIZ NI ZR) 109 € 1139 4 1) g1,

o que € diferente de f'(x)g’(x) = &£f(x) + £g(x).

(b) Com regra do produto sendo d%fg( ) = g(x )d% (x) + f(x )(fg( ), podemos fazer
f'(x) = £Fg(x) = F(x)g(x) + F(x)g'(x), por F(x) = f/g temos f'(x) = F'(x)g(x) +
F(x)g'(x) = F(x)g(x) + 13 ¢'(x), isolando o F'(x) f'(x) = F/(x)g(x) + 15g'(x)) —

(x)— 10 g7 (x) fx)g(x)

X f/(x 9 —E
- %g'(x) = Fx)ghy) — " = FPx) o —— 2 = Pl o




1 Q]-x“fkix“ _

(¢c) Temos como f(x) = usando a regra do quociente, temos que f'(x) = & )

xn s

0-x"—n-x(n—1 —nx(n—1 _1— e
ol — ) — nx™2 = | x|, o que demontra que a mesma re-

gra do tombamento’ funciona para expoentes negativos.

(d) Temos como f(x) = log,(x) = X, wusando a regra do quociente, temos que f'(x) =

" lna’

¢de Inx-ln a—lnx~% Ina %ln a—lnx0 %lna 1
(In a]z

(lna]2 - (11'1(1)2 - x-lna ’

Exercicio 27 (a) Pela regra do produto temos, f'(x) = %(Z cos(x)+ sen(x)(x*+logs(x) +
2x) + (2 cos(x) + sen(x) & (x* 4 logs(x) + 2x) =

(—2sen(x) + cos(x)(x* + logs(x) + 2x) + (2 cos(x) + sen(x)(2x + +2)|

xInb5

X_ o X
(b) Temos f(x) = senhx -tanx = (*5— ) 22X pela regra do produto temos f'(x) =
cos X
d [ e*—e™™ )| . senx eX—e ™\ d senx __ [ e*+e * ) senx eX—e~ X | . (cosx-cosx—senx-—senx
dx ( 2 > cosx + < 2 ) dx cosx < 2 ) cosx + ( 2 ) ( cos? x ) -
2 2 x —x X_ —X
cosxisen’x — 1 — gec?x — f/(x) = (e te ) Se“x+<e e )-seczx :’coshxtanx—l— senhx sec?x |.
cos< X cos“ X 2 cosx 2

(¢c) Temos f(x) = senxInx(e*+1) = senx(Inx(e*+1)), usando a regra do produto temos
f'(x) = L senx(lnx(e* + 1)) 4+ senxL(Inx(e* + 1)) =

1
cosx(lnx(e*+ 1)) + senx (;(e" +1)+1Inx- e") .

d x93 d x93
. ’ . E(senx+1)(1nx+2 +2 +k)f(senx+1)a(lnx+2 +2°+k)
(d) Usando a regra do quociente temos f'(x) = (E ESIEwERE:

cosx(lnx + 2%+ 23 + k) — (senx + 1)(1 + In2 - 2¥)
(Inx + 2x 4+ 23 4+ k)2 '

A (2cosx)(x2+3x+1)—(2cosx) & (x2+Ix+1)

(e) Usando a regra do quociente temos f'(x) = —

(x24Jx+1)2
_—2 senx(xz—&-%x—s—])—z cos X(ZX—&-%)
(x2+3x+1)2 o
2senx(x? + 3x 4+ 1) + 2cosx(2x + 1)
(x2+ Ix +1)2 '
%((X3+7)cosx)(xz(senx+1))—((x3+7)cosx)%(xz(senx-‘r])) .

(f) Usando a regra do quociente temos f'(x) = <

(x2(senx+1))2

((3%%) cosx + (x> 4 7) - —senx)(x*(senx + 1)) — ((x* +7) cos x) (2x(senx + 1) + x*(cos x))
(x2(senx + 1))2 '

Exercicio 28 Para senhx temos & senhx = & <ex*efx> = (e“e*x) = coshx, e para coshx

dx 2 2
d _ . d e+e )\ _ (e
temos 1 COsX = o~ (—2 > = (

X

_zeﬂ) — senhx.

.. . . e*—e ™
Exercicio 29 lim,_,,, senhx = lim,_,, — = 0.



Exercicio 30 (a) f'(x) = & cos®(x) = 6(cos(x))’-2- cos = 6 cos®(x)-—sin(x) = —6 cos’(x) sin(x).

(b) £'(v) = L£(17v —5)'000 = 1000(17v — 5)° - L(17v — 5) = 1000(17v — 5)°% - 17 =
17000(17v — 5)°%.

(c) f'(2) = &1+ vz =201+ v2) - £+ vz) = (1 + V2) - 1 = BE.

(@) () =4[+ "+ =1 ((1+%)— D)2 L+ DT+ ) =—((1+DHT+1)?
(—(1+ D2 (=t )40) = —(gg+ 1) 2 (—(g7) > (—t2) = =(3FH) 2~ (g7)* (=t ) =
—(EH? () () = (50 D < H S B

2t+1 T 2t1)2 (t+1)2 2 (2t+1)2 "

(e) '(x) = Lsen(9x +4) = cos(9x +4) - L(9x +4) == 9cos(9x +4).

(f) £'(x) = g cos (3) = —sen (3) & (3) = T sen (3).

(g) /(x) = Lsen((2x +3)*) = cos((2x + 3)") L (2x + 3)* = 8(2x + 3)> cos((2x + 3)*).

) = <)

(h) f'(x) =& (sen (vx) + sen(x)) = cos (VX) - &v/x + 5 \/m - L sen(x

(1) d., 3 x24x 2 L4 x24x —3 x24+x 2 . (2x+1) ( senx+x3)+(x2+x)(cos x+3x2)
dxy - senx-+x3 dx \ senx+x3 ) senx-+x3 (senx+x3)? :

1
3 (senx+x+1+x3)*%«d%(senx+

. o ] o

(G) Ldy=4 (—m) =4 (senx+x+1 +x%)
x+1+x3):—%(senx+x+1+x3) ~(cosx+T+0+3x
(cosx +3x* +1).

1
3
2) = —Isenx+x+14+x%) 73

(k) iy — cos(tan(e¥))- d% tan(e*) = cos(tan(e*))- sec?(e*)- ;—xex = cos(tan(e¥)) - sec?(e*)-e*.

(1) R/ (x) =f'(2x) - L£2x + cos(g(x)) - Lg(x) = '(2x) - 2 + cos(g(x)) - g’ (x).

Exercicio 31 Para conhecer se € possivel diferenciar f(x) para x # 2 podemos verificar
que f(x) € continuo para esses wvalores, o que € verdade pelas fung¢des xsen(mx), para
x € (—00,2], e (x* 4+ 1)cos(mx), para x € (2,+00), serem continuas dentro dos seus

dominios.
Agora para saber se f(x diferencidvel em x = 2 o lim, ., fa)- ; tem que existir
e para ele existir lim, ,—; f2)- 2( LI lim, ,+> % O lim,_, % € o limite para

() (x)

X < 2, e portanto lim,_,— = d%x sen(7tx) = sen(mx) + x cos(mx) - 7, fazendo x = 2,

lim,_,— f(zx)%; =2m. Jado llmx_,+2 % € o limite para x > 2, e assim lim,_,+; % =
L (x2 + 1) cos(mx) = (2x) cos(mx) + (x* + 1) sen(nx)7, fazendo x = 2, limy, > Ha ) _ g,

Com 1sso podemos conferir que os limaites laterats nao tem valores 1guais, e que portanto
f(x) ndo € diferencidvel em x = 2.

sen(2x)
3+sen?(x)

Exercicio 32 (a)

e (3x2(x2+1)—2x)
(x24+1)*

(b)



1—sen(x)
(C) Xx+cos(x)

(d) (e3X+7)2(x(2x2+3)(3x+5)6+18x2(3x+5)5(x24+3))—zeSXXZ(e3X+7)(3x+5)6(x2+3)
1 4

(x2)2 ((e3x+7)%) 3 (x243)2

5
(e) XIn(2)

(f) o 121n(a)

3x_q—3x)2
(@¥*¥—a=3x)

4x
(9) e

e5x—2 (565x72_5675x+2 )

e]Ox—4+]
(i) \/jxﬁ—1

Exercicio 33 (a) !

4/ T+ 1+xvx+1

(h)

(b) 2xe

e2x (sen(x) (x5+1 )2+x cos(x) (x5+1 )zfe*" (x5+1 )75€7XX4)
(x241)(x sen(x)(x24+1)4+e—%)

(c) 2¢*In (xsen (x) + &= ) +

x2+1

e (3x2(x2+1)—2x)
(x2+1)

(d)

Exercicio 34 a) Denotemos F(x) = (f(x)— sen(x))* + (g(x) — cos(x))?

observamos que

, x € R. Logo,

F(x) = (f(x))* + (g(x))* — 2f(x) sen(x) — 2g(x) cos(x) + sen*(x) + cos?(x)
= (f(x))* + (g(x))* — 2f(x) sen(x) — 2g(x) cos(x) + 1.

Entao,

F/(x) = 2f(x)f'(x) + 2g(x)g’(x) — 2 (f'(x) sen(x) + f(x) cos(x)) — 2 (g’ (x) cos(x) — g(x) sen(x))
= 2f(x)g(x) — 2f(x)g(x) — 2(sen(x)g(x) + f(x) cos(x)) — 2(—f(x) cos(x) — g(x) sen(x))

)

onde x € R. Mas lembre-se que decorre do Teorema do Valor Médio que se uma funcao
tem derwada nula em R, entdo ela € constante em R (deve ter visto isto nas aulas,
caso contrdrio ndo € dificil provar). Portanto, F € constante, isto €, F(x) = C, x € R
com C sendo uma constante real. Mas como f(0) =0 e g(0) =1, logo

C=F0)=0+(1—1)?%=0.

Portanto, F(x) =0, x € R, isto &, (f(x) — sen(x))* + (g(x) — cos(x))* =0, para todo x € R.
b) Do item a), vamos ter que (f(x) — sen(x))’ = — (g(x) — cos(x))z, para x € R. Mas isto
por propriedade dos nimeros reais sé pode acontecer se somente se (f(x) — sen(x))* =0
e (g(x)— cos(x))? =0. Assim, f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x), para todo x € R.



Exercicio 35

(b)
(c)
(d)
(e)

(f)
(9)

(k)
0y
(m)
()
(o)

(a) Vamos tomar o« = sec(x\/x2++/x + 1). Assim, fazendo f'(x) =
d(tg(«)) _ d(tg(e)) dor secl(o) 3%

dx da dx * )E' (4
Como o = sec(x\/x? + /x+1), vamos fazer p = x\/x? + /x+1. Assim, d(sz;x(m) =
d d d
(S%md—ﬁ = seC(B)tg(B)d—E- (1I)
Como B =x/x2+ /x+ 1, teremos que a6 = M (III)
dx  4y/x2 +/x
8x% +5¢/x

d
Substituindo (III) em (II): d—fz = sec(xy/x2 VX Ttglxy/x + VA+HT)
(1V)

X2+ /X

Substituindo (IV) em (I):

F(6) = sec{seeley/ VR -+ 1)secley A VR + Dtalcy R v+ 1) S
X X

—2x cotg(x?+4)

sen(x2+4)
sec(\/x—l) tan(\/x—l)
2v/x—1

2sec® (x) tan (x) + 3sec® (x) tan® (x)

(3)(2 sec(x) tan(x)+(f sec(x)+2 sec3(x) )xs) (X2+1 ) cos(x)f(ZX cos(x)—sen(x) (x2+1 ) )x3 sec(x) tan(x)
((x2+1) cos(x))2

—3csc?(x) cotg?(x)

cosh? (x) + senh? (x)

3e3x
eox+1

2e sec(xz)xz sec(x2) tan(x2 )fe Sec(xz)
XZ

1
arctan(—2x+1)(2x2—2x+1)

92+3x

3In(2) - 8 arcsen (4x) + e

logqo(x)—1 In(2x)
]ox + x1n(10)

1 2 1—In(x)
—2 T xIn(2) ~ xZ1n(2)

6
72x2—84x+25

X
x2v/—8x2—6x—1
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Exercicio 36 Aplicando a regra da cadeia, concluimos

dx d?x

— = —wsen(wt —= = —w?cos(wt
= (@), (wt),
assim,
d’x 2 2 2
pTel + wx = —w” cos(wt) + w” cos(wt) = 0.

Exercicio 37 Como g'(x) existe, derivamos dos dois lado de f(g(x)) = x e aplicamos

a regra da cadeia, logo f(g(x))' = f'(g(x))g’(x) = 1. Dessa forma, %g’(x) =1 o que
implica g(x) = g'(x).

Exercicio 38 (a) Como (x* —1)® = X® —3x" + 3x* + 1 as deriwvadas ndo nulas sdo
f(x) = (x> —1)3, f/(x) = 6x> —12x3 +6x, f"(x) = 30x* —36x% +6, " (x) = 120x> — 72x,
f@(x) = 360x* — 72, f®)(x) = 720x, f®(x) = 720.

(1’1) - (_])nn! n - n
(b) fM(x) = T Portanto, ™ (1) = (—1)™n!.

(c) Derivando uma vez, f'(x) = 4x* — 3x* — 12x + 7, novamente f"(x) = 12x* — 6x — 12.
Assim, f7(2) =48 — 24 = 24 € o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de
f’ mo ponto (2,3). Logo, 3 =24-(2)+b o que implica b = —45. Portanto, a reta
tangente € y = 24x —45.

(d) Basta aplicar a regra da cadeia. D2y = f"(g(x))g’(x)* + f'(g(x))g"(x)

Exercicio 39 (a) Como f(x) > 0, entdo In(f(x)) = cos(x?) - In(e** +7), logo f(x) =
ecos(xz)-ln(ezx+7)_ DCL’[, f/(X) — ecos(xz)-ln(ezx+7) . [COS(XZ) . ln(elx + 7)]/ — (ezx 4 7)COS(X2) .
[cos(x?) - In(e** 4 7)]’. Portanto,

) . . 2e** cos (x?) § cos(x2
f'(x) = (—Zx sin (x*) In (™ +7) + ezx—”) (e +7) )

(b) Novamente f(x) > 0. Assim, In(f(x)) = In(x?eV?) = 2In(x) + V2x. Derivando

1 2 2
ambos os lados, obtemos —1f'(x) = — i Logo,
f(x) x  2y/x
2 V2 VIx /3
_ _ V2x e x3
f/(X) = f(X) : <; + \/_2_)() = 2xe + 72

(¢c) Raciocinio andlogo x** (x> In(x) (x*In (x) (In (x) + 1) +x*7") +x 7).

d d
Exercicio 40 (a) acosz(x +y) =0, logo —2cos(x + y)sen(x + y)(1 + d_z) = 0, logo
dy =—1, asstm como dx =—1.
dx dy



(b)

d
De um lado, —u° = 3y?
eu ao,dxy 3y dx

d_y' Por outro lado, —

d /[x—y
dx\x+1y

dy 2y—2x% d
Logo, Syzd—z = EJ)H-—J)CZR' Isolando, d—z temos
dy _ 2y
dx 3y (y+x)+2x
Analogamente,
gy =
dy T ey
Primeiramente, — (y* — 9)* = 8y(y? — 9)3d—y Por outro lado i(4x2 +3x+1)72=
" dx d)(ci' " dx
2(4x* + 3x + 1)(8x + 3). Assim, 8y(y* — 9)3d—2 = 2(4x> + 3x + 1)(8x + 3). Isolando

dy

(4x% + 3x + 1)(8x + 3)

4y(y? —9)°

8y(y> —9)°

o obtemos
dy _
dx
Agora,
dx
dy

Deriwvando em relagdo x, temos

dx

dy dy
3x2+2 22yt - 2xvy—=2
X° 42Xy + X Ix y Xy I
dy _
dx
Analogamente,
dx
dy
Derwando em relacdo a x temos,
dy)  dy _
cos(xy) (y + xa> + i 2x = 0.
dy
Analogamente,

dx

dy

64x3 +72x2 +10x — 3~

+3y2d—y. Isolando, % temos

dx

—3x? — 2xy + 2y?
x? —4dxy +3y?

_—x? +4xy —3y?
3x2+2x —2y?

dy

dx

x 2x = 0. Assim,

(xy) +

% temos

cos(xy)
Isolando,

_ 2x —ycos(xy)
xcos(xy)+1°

~ xcos(xy) — 1
~ ycos(xy) — 2x’




(f) Derwando em relagdo a x, temos y + xd—y = _—y. Analogamente, % = _—X.
dx X dy y
(g) Obtemos, arctg(x) + X +2 d—y—O logo
g ) g X2+1 de - Y g
dy —x—arctan (x) (x* +1)
dx 2y (x2+1)
‘ . 1 1 dy 1 1 dy
h) D d [ t — —= =
(h) Derivando em relagdo ax temos, \/2x+y+2\/2x+ydx+2\/m+2mmc
0. Logo,
dy 1 1 -2 —1 dy
i = — . I l d I
dx(\/2x+y+\/x—|—2y) V2x+y  Vx+2y SORNA0
-2 n —1
dy _ v2x+y  Vx+2y
dx 1 1 )

+
V2x+y  Vx+2y

d d
(i) Temos, cosh(xzy)a(xzy) + senh(y? — cos(xy))a(y2 —cos(xy)) = 0. Fazendo as
contas,

d d
cosh(x?y)(2xy + xz—y) + senh(y? — cos(xy))(zyd—y +ysen(xy) + xsen(xy)—y) =0
dx dx dx
d
_2(
ysen(xy)senh(y? — cos(xy)). Portanto,

x*cosh(x?y)+2ysenh(y’—cos(xy))+senh(y*—cos(xy)xsen(xy))) = —2xycosh(x*y)—

dy 2yxcosh (yx?) +ysen (yx) senh (y* — cos (yx))

dx ~ x2cosh (yx?) + 2ysenh (y2 — cos (yx)) + xsen (yx) sen (y2 — cos (yx))’

+£1/20 — 4x2
3

Queremos, pontos da elipse no qual a reta tangente

Exercicio 41 Isolando y da expressdo 4x* + 9y? =40, temos y =
dy _ 8x _ 4 2x
dx 640 —4x2 3v10 —x2

tenha coeficiente angular % Logo,

. Logo,

2x -2 X —1
+———— = —, 0 que mmplica, t—— = —. Elevando ao quadrado e multi-
302 9 oI JI0—x2 3 !

plicando em cruz temos,

9%x? = 10 — x?, dessa forma 10x* = 10 entdo x = +1. Os wvalores de y = +2. Como
queremos, retas tangentes e com mesmo coeficiente angular, elas sao paralelas. Os
pontos em questdo devem ser simétricos em relagdo a origem do plano (centro da

‘ . . 2
elipse), logo (1,2) e (—1,—2). Basta, substituir na equagdo da reta y = —oX +b em
ambos os pontos, obtendo assim



2 , 20 2 20
2+ — =Dby, ou seja, by = o uma reta € Yy, = 5 + o Para a outra reta,
0 —2 20
—2 = 5 + by, entdo by = —9 Portanto, as retas tangentes sdo y = 7x + Ch

Exercicio 42 Consitderando as varidveis x = x(t) e y = t(t) como fungédes de t e utili-

zando a regra da cadeia para derivar a equacdo x> +4y* = 1 em relacdo a varidvel t,
teremos 02 4 dug?)

d(x” +4y d dx

Rt AL~ R Al 2.5 2F

dt a dt

Substituindo % = sen(4t) na equagcdo a cima, teremos,

dyo

_|_4.2.y.a:

dy _ 0 — dy —x sen(4t)

2x sen(4 i —
xsen(4t) 4+ 8y it Tt Iy

Exercicio 43 Aplicando a regra da cadeia a funcdo f(f~'(x)) = x, teremos

1

PO (0 =1 = (F10) = Zmrgy

Exercicio 44 a) Deriwando tmplicitamente a seguinte identidade trigonométrica

sen(cos ' (x)) = V1 —x2,
teremos

cos(cos ™' (x)) - (cos ™' (x)) = — 1 — (cos'(x)) =—

O dominio da fungdo € o intervalo aberto (—1,1).

b) Considerando a fungdo cos(x), pelo exercicio 43, teremos

1

=1y o
(cos ) (x) = cos/(cos~1(x))’
Sendo cos/(x) = —sen(x) e utilizando a igualdade trigonometrica sen(cos™'(x)) =
V1 —x2, teremos
1
(cos™ ") (x) = —

V1—x2
Exercicio 45 Derivando x3f(x)? + cos(\/ff(x))) = x 1mplicitamente teremos

fr(x) sin(4/f(x))

2/f(x)

23f(x)f' (x) — + 3x*f(x)? = 1.

Isolando f'(x), teremos

F(x) = 2/f(x) — 6x2f(x)%
 43f(x)3 — sen( (X))



Exercicio 46 Temos que calcular

9y) —g(q)
vod y—q

Como f € biyjetora, entdo existem unicos x,p tais que f(x) =y e f(p) = q, ou seja,
gly) = x e g(q) = p. Note ainda que f € continua, entdo quando y — (, vem x — P
(pois se x — p’, temos y = f(x) — f(p’), logo, f(p’) = q = f(p), portanto, p = p’).
Ainda, como estamos assumindo Yy # q para o cdlculo do limite, temos x # p. Portanto,
fazendo a mudanga x = ¢(y), obtemos

lim = lim = —

9ly) —glq) _ .. X—p : 1 1 1
y=4 Y —( x=p f(x) —f(p) x—p M) f/(p)  f/(g(q))

Portanto, g € diferencidvel e

1 1
f(g(x)) 1+ esd

g'(x) =

Em particular, como f(0) =1, entdgo g(1) =0, logo,

1 T

! 1 —= = —=
9 = rem = T3 e

Diferenciando a exprecao encontrada para g’ temos que

g'(x)es™

" _ I\
9 (X) - (] —|—€g(x))2,

entao
g'(Mest”  1.¢° 1

o= = rer &

Exercicio 47 (a) Vamos mostrar que a funcdo adimite uma tnversa provando que ela
€ byetora, isto € injetora e sobrejetora. Para a injetividade, note que a fungdo €
estritamente crecente. De fato,

d(x +x3)

=3x2+1
I X+

Como 3x* +1 > 0 para todo x € R, temos que a funcgdo € estritamente crecente.

Para a sobrejetividade, vamos calcular os sequintes limaites
lim (x 4+ x°) = —o0,
X——00

lim (x + x*) = 0.
X—00

Como f é continua, seque do Teorema do Valor Intermedidrio que f € sobrejetora.
Portanto, g admaite funcdo inversa g.

(b) Utilizando o resultado obtido no exercicio 43, teremos g'(x) = W



(c) Como f(0) =0 temos que g(0) =0 portanto

] JR—

90 =137

. . 2
Exercicio 48 Derivando ambos os lados de x*/3+y?® =4 em relacdo a x, temos =x~/3+

2

<173
39

y’' =0. Logo, y' = —(y/x)">.

1
No ponto (—3v/3,1), temos y’ = 1/v/3. Portanto, a reta procurada é y = ﬁx +4.

Exercicio 49 Aplicando In em ambos os lados de y = x*, temos que Iny = xInx.
/

Agora, derivando ambos os lados da tgualdade anterior, obtemos Y _ Inx+ 1. Logo,

Yy =x(lnx+1).
Exercicio 50 (a) u/(1) =f'(1)g(1)+f(1)g’(1)=2-14+2-(—1)=0.

ey F(5)9(5) ~ f(5)g’(5) _ (~1/3)-2-3-2/3 _ 2
(b) v'(5) = e ~ = -3

Exercicio 51 Sejam b = base do tridngulo e h = altura do tridngulo, temos que b =

20 sin (g) e h =10cos (g) Portanto,
A(0) = T (b 2 = 507sin? 9
2 \2) 2
-h

B(0) = bT = 100sin (g) Ccos (g)

o A(0) im 507tsin’ (0,/2) T ym sin (0/2)
00+ B(O) 650+ 100sin (0/2)cos (0/2) 2 650+ cos (8/2)

Consequentemente,

=0.

Exercicio 52 (a) h/(1) =1f'(g(1))g’(1) = f'(2) - 6 = 30.

(b) H'(1) = g/(f(1))f'(1) = ¢'(3) - 4 = 36.

Exercicio 53 Note que
e Area do tridngulo (A) = h?m?.

e Volume (V) =6-A =6h’m?.

. dv_av dn
dt dh dt’



Portanto,

dh
1,2=12h - —
’ dt
h
= dh _ 0,333m/min.

dt



