Derivacao da inversa e derivacao implicita,

Teorema do Valor Médio
Aula 18

Primeiro Semestre de 2023
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Derivada da Funcao Inversa

Considere f invertivel. Entdo, para todo x € D1,

f(F1(x)) = x.

Se, além disso, f e f—1 forem derivéaveis , pela Regra da Cadeia,

Portanto, para todo x € Ds-1, tal que f/(f~1(x)) # 0, vale
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Para mostrar que f~! é diferencidvel usamos a seguinte proposicio:

Proposicdo (Derivada de fungdes inversas)

Seja f invertivel. Se f for diferencidvel em q = f~*(p), com
f'(q) # 0, entdo f~ serd diferencidvel em p e

1
FY(p) = = .
O = )
De fato: Como f~! é continua em p, ilrimof_l(p—i- h) = f~1(p).
—

Usando que f(f~1(x)) = x, x € Df-1, temos
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Exemplo
1
Se g(x) = X7, entdo g'(x) = ;x%_l, 2<neN.

Recorde que, x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar.

Solugdo: Note que g(x) = xn = f~1(x) onde f(u) = u". Entdo
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Exemplo
A inversa da fungio f(x) = sen(x), para x € [-5 , 5], é a funcdo

g(x) = arcsen(x), para x € [-1,1]. Qual é a derivada de g(x)?

[—§7 %] com imagem o intervalo [—1,1]. Portanto, existe a
funcdo inversa g(x) = arcsen(x), para x € [—1,1], dada por
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Graficos seno e arco-seno
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-1.0+
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Aplicando a Proposicao 1.

Agora,

logo
cos(arcsen(x)) = v'1 — x2 pois cos(y) > 0 para —5 < y <
Portanto,

NP

arcsen’(x) = \/11—72

De maneira andloga podemos definir as fun¢Ges trigonométricas
inversas do cos(x), tg(x), cotg(x), sec(x) e cossec(x) denominadas
arccos(x), arctg(x), arccotg(x), arcsec(x) e arccossec(x).
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Exemplo
A inversa da funcdo f(x) = cos(x), para x € [0, 7], € a fun¢do

g(x) = arccos(x), para x € [-1,1]. Qual € a derivada de g(x)?

Solucdo: Observe que _ - no intervalo

[0, 7] com imagem o intervalo [—1, 1]. Portanto, existe a fungdo
inversa g(x) = arccos(x), para x € [—1,1], dada por
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Graficos cosseno e arco-cosseno
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Aplicando a Proposicio 1.

Agora,

logo
sen(arccos(x)) = v/1 — x2 pois sen(y) > 0 para —0 < y < 7.
Portanto,

arccos’(x) = ——=—=.

SMA0301 Calculo |



Exercicio: Mostre que

1 1
(a) arctg’(x) = 150 (b) arccotg’(x) = T
1 1
(c) arcsec’(x) = ———; (d) arccossec’(x) = ————=
xVx? -1 xVx2 -1

» Para (a) considere a fung3o tg(x) definida no intervalo
(_71-/27 7'['/2)

» Para (b) considere a fun¢do cotg(x) definida no intervalo
(0, )

» Para (c) considere a fun¢do sec(x) definida em
[0,7/2) U[m,37/2)

» Para (d) considere a fungdo cossec(x) definida em
(0, 7/2] U (m,37/2]
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Graficos cotangente e arco-cotangente
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Graficos cossecante e arco-cossecante
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Derivadas de funcoes trigonométricas e suas inversas

a) sen’(x) = cos(x)

(c) tg'(x) = sec*(x);

(e) sec’(x) = sec(x)tg(x);

(g) arcsen’(x) = L
S V1—x2'
(i) arctg’(x) = 152

1
k) arcsec’(x) = :
(K) avesec/(x) = — 3 —

(b) cos'(x) = —sen(x);
(d) cotg(x) = —cossec?(x);
(f) sec’(x) = sec(x)tg(x);

1
h) arccos’(x) = — ;
bl s = ==
1
(j) arccotg’(x) = T
1
() arccossec’(x) = —
xvVx?—1
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Derivacao Implicita

Em geral, as fun¢des sdo dadas na forma y = f(x). Entretanto,
por uma relagdo

entre x e y.

No exemplo x? 4 y? = 25 é possivel resolver uma equacio e obter
Y — V5. Contudo, [EEHERERIEER =o ¢ ci
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Neste caso, para calcular a derivada de y, recorremos a derivacao
implicita, que consiste em da equagdo em
relacdo a x e entdo resolver a equacdo resultante para encontrar y’.

sers [mostradainorCaletlotlll. Este resultado mostrard que sempre

que podemos encontrar y’ o resultado é vilido.
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Exemplo
2 2 _ d
Se x* + y* = 25, encontre 3.

Solugao: Derivando a ambos os lados da equagdo e usando a
Regra da Cadeia,
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Exemplo (Félio de Descartes)
B d
Se x* + y> = bxy, encontre 3.

Solugao: Derivando ambos os lados da equagdo em relacdo a x,
obtemos 3x? + 3y?y’ = 6y + 6xy’. Resolvendo em y’

Note que (0,0) e (2%/3,2*3) sdo os tinicos pontos do félio onde
y? —2x =0.
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Exemplo
Sey=1f(x) é diferencidvel e xf(x)+sen(f(x))=1, determine f'(x).

Solucao: Note que,

ASSim' _
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O Teorema do Valor Médio e suas Consequéncias

O Teorema do Valor Médio é um dos Teoremas mais importantes
do Célculo. A sua demonstracdo depende do seguinte resultado:

Teorema (de Rolle)

Se f:[a,b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) e

f(a)=f(b), entdo existird c€(a,b) tal que f'(c)=0.
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Interpretacdo: Se f:[a, b] R é continua em [a, b| e diferencidvel
em (a, b), x=17(t)a equagdo hordria do movimento de uma particula
sobre a reta.

Se e a particula estiver no mesmo lugar em 2 instantes distintos
de tempo, pelo Teorema de Rolle, existirda um tempo para o qual a

velocidade se anula.
X
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SRR - () # )

Ent3o ¢ é um ponto de maximo ou de
minimo de f e ¢ € (a, b).

Vimos que se ¢ € um maximo ou um minimo de f em [a, b] e

€ (a, b), entdo - e o resultado segue.

x € (a, b). Logo, podemos escolher _ 0
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Teorema (do Valor Médio)
Se f :[a, b] — R € continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b),

entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) —f(a) = f'(c)(b - a),

ou seja

f(b ) f(a)

—a

Observacio: O [Teorema do ValorMedio diz que, se f for continua

em [a, b] e derivavel em (a, b), existird ¢ € (a, b) tal que - éo

f'(e) =

SMA0301 Calculo |



o+
o
o

Observacgdo. Se x = f(t) for a equagdo hordria do movimento de

uma particula, vm—M serd a velocidade média entre t=a e
t=>b. O Teorema do Valor Médio assegura que existe um instante
ce(a, b) tal que vy, =f'(c) =velocidade instantdnea em t=c
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Prova: A reta que passa por (a,f(a)) e (b, f(b)) é dada por

Note que, h satisfaz as hipdteses do Teorema de Rolle, isto &,

Definamos

(a) h(x) é continua em [a, b].
(b) h(x) é diferenciavel em (a, b).
(c) h(a) = h(b) = 0.
Logo, existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0. Portanto,
0-H@ == o= e

e o Teorema do Valor Médio esta demonstrado.
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Agora vamos obter informagdo do comportamento de uma fungdo
a partir de suas derivadas. Os fatos a seguir sdo conseqiiéncias do
Teorema do Valor Médio.

Corolério (1)

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b).
Se f'(x)>0, Vxe(a,b), f serd crescente em |a, b].

Se f'(x)<0,Vx€(a,b), f serd decrescente em|a, b].
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Pelo Teorema do Valor Médio, aplicado a f em [x1, x2], existe
¢ € (x1,x2) tal que

ou seja, f(x1) < f(x2). Segue que f é crescente. A prova do outro
item € andloga .
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E facil ver que, se f for diferencivel e n3o-decrescente
(ndo-crescente) em (a, b), entdo f'(x) > 0 (f'(x) < 0), para todo
x € (a,b). O resultado a seguir mostra que a reciproca também ¢é
verdadeira.

Corolério (2)

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b).
> Se f'(x)>0Vx € (a,b), f serd ndo-decrescente em |[a, b].

> Se f'(x)<0Vxe(a,b), f serd ndo-crescente em |a, b].
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Exemplo
Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f e

esboce o gréfico de f(x) = x3 — 2x? + x + 2.

Solucao: Calculamos
analisamos o sinal.
| 2

» Do Teoremado Valor Intermediarioedo fato que f € injetora em
1
(=0, ﬂﬂ
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Figura: Esbogo do gréfico
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