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aula de hoje:

comparacao bayesiana de modelos

a estériade Mr. Ae Mr. B

as novas teorias de Mr. Ae Mr. B

as moedas de Mr. Ae Mr. B

métodos aproximados: BIC e AIC - _
We balance probabilities and choose the most likely. It is more than possible;

comparacao de metodos frequentistas e  itis provavie.
bayeSianOS Sherlock Holmes em Silver Blaze, Arthur Conan Doyle

o0 W=



relembrando:

inferéncia de parametros w de um modelo M com dados D

verossimilhanca

posterior l ‘/prior
\ /
P(w|D, M) = P(D“;(]g')]\f;()wlf\f)
/d

evidéncia



comparacao bayesiana de modelos

e suponha que temos um conjunto de dados D
que queremos modelar ou com o modelo A,
que tem parametros wy, ou com o modelo B,
que tem parametros wp
>>> que modelo preferir?

06
|
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e ex.: qual é o melhor modelo para os dados
da figura: uma reta ou uma parabola? 34
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comparacao bayesiana de modelos

® suponha que temos um conjunto de dados D e probabilidade de um modelo M
que queremos modelar ou com o modelo A,
que tem parametros wy, ou com o modelo B, P(M|D) = P(D|M)P(M)/P(D)
que tem parametros wpg
>>> que modelo preferir?

note que P(D|M) é a evidéncia na inferéncia

¢ inferéncia dos parametros de um modelo M de parametros!

P(D|w, M)P(w|M)

P(w|D,M) =
P(DIM) e comparacdo dos modelos A e B:

evidéncia:

P(D|M) = / P(Dlw, M)P(w|M)dw P(A|D) = P(D|A)P(A)/P(D)

P(B|D) = P(D|B)P(B)/P(D)



comparacao bayesiana de modelos

e comparagéo dos modelos A e B: ® se ndo temos preferéncia por A ou por B,
P(A) = P(B), e a razéo entre os posteriores
P(D|A)P(A) dos modelos fica igual a raz&o entre suas
PAD) = ——————= o
P(D) evidéncias:
P(A|D) P(D|A)  evidencia de A
P(B|D) = W P(BD) ~ P(D|B) _ evidencia de B

logo ® mas se temos, devemos usar a informagao!

P(AID) P(D|A) P(A)

P(BID)  P(D|B) P(B) m

_evidencia de A y prior de A -
~ evidenciade B~ prior de B




comparacao bayesiana de modelos

e comparacao dos modelos A e B: ® odds das evidéncias:
fator de Bayes

P(AID)  P(D|A) P(A)

= _ P(D|A)
P(B|D)  P(D|B) P(B) B= B(DJB)
® 0dds: razao de probabilidades (chances) * odds dos priores:
. i _ P4
odds dos posteriores 1= P (B)
P(A|D)

e comparagao de modelos:
odds dos posteriores =
fator de Bayes x odds dos priores

P(B|D)



comparacao bayesiana de modelos

e comparacao de modelos: odds dos posteriores = fator de Bayes x odds dos priores
e escala de Jeffreys (modificada por Trotta) para avaliar a diferenca entre modelos:

|In B| odds relativos | probabilidade do | confianga na
modelo favorecido | diferenca

<1.0 <3:1 < 0.750 muito pouca
1a25 3al2:1 0.923 fraca
25a50| 12a150:1 0.993 moderada

> 5.0 >150:1 > 0.993 forte




a estériade Mr. Ae Mr. B

® note que a teoria de Mr. B deve ajustar melhor os
dados (por ter um parametro a mais), mas
também é mais complexa (pela mesma razao)

® como decidir?

® Teorema de Bayes:

* aestériade Mr. A e de Mr. B P(AID) _ P(D|A) P(A)

(Gull 1989; Sivia & Skilling sec. 4.1) P(BID)  P(D|B) P(B)

e Mr. A tem uma teoria, Mr. B também tem uma
teoria, mas com um parametro (w) a mais ® podemos incluir w na analise via marginalizagao:

note que w n&o aparece nessa expressio!

® que teoria devemos preferir com base nos dados

a2 P(D|B) = / P(D, w|B)dw = / P(Dlw, B)P(w|B)dw



a estériade Mr. Ae Mr. B

e evidéncia do modelo de Mr. B: ® gproximacdo de Laplace: aproximamos a
verossimilhanga por uma gaussiana de
P(D|B) = / P(D, w|B)dw = / P(Dfw, B)P(w|B)dw MeY& W0 € largura oy

_ 2
P(D|w, B) ~ P(Dl|wy, B) exp [—(wi""’]
202

® Mr. B adota um prior uniforme para w:

1L L S€ Wyyin < W < Wiax

P(W|B) = Wmax —Wmin Aw
0 nos outros casos

® vamos supor que a verossimilhanga tem um s 477£1V1

valor wy que prové o melhor ajuste as
medidas (maxima verossimilhanca)




a estériade Mr. Ae Mr. B

e evidéncia do modelo de Mr. B: e entdo, supondo Aw >> oy,

P(D|wy, B)owV2m

P(D|B) = / P(D, w|B)dw — / P(Dlw, B)P(w|B)dw
Aw

P(D|B) ~

e priorde Mr. B : ; _
e a raz&o dos posteriores entéo fica:

1
P(w|B) = Aw
* verossimilhanga: P(AID) _ P(A) ~ P(D|A) = Aw
) P(BID)  P(B)  P(Dlwo,B)  oyV2r
P(D[w, B) ~ P(D|wo, B) exp {—(”’_;"0)} ,
207 = 0dds dos priores x fator de bayes x

fator de Occam



a estériade Mr. Ae Mr. B

® razdo dos posteriores de A e B: ® 0 primeiro termo contém nossas
P(AID)  P(A) P(D|A) Aw preferéncias a priori relativas sobre as
P(B|D) = P(B) X P(D|ws, B) X on/2n teorias (para néo se ter viés, pode ser o caso

de supor que ele vale 1)
= odds dos priores x fator de bayes x ] B
fator de Occam ® 0 segundo termo é a razdo entre as

melhores previsdes de cada modelo para os
dados disponiveis; é de se esperar que a
verossimilhanga de B seja maior que a de A,
devido ao parametro adicional

e o terceiro termo é o fator de Occam:
penaliza o0 modelo B por seu parametro
adicional




a navalha de Occam

¢ a navalha de Occam (sec.XIV):

principio da simplicidade

Frustra fit per plura quod potest fieri per
pauciora

traducao livre:
€ bobagem fazer com mais o que se
pode fazer com menos

e o fator de Occam penaliza a
complexidade



as novas teorias de Mr. Ae Mr. B

e Mr. A tem uma teoria: o parametro w é * modelo probabilistico:
fixo e igual a zero ® prior de w no modelo A:
. . P(w]|A) = 6(0)
e Mr. B tem outra teoria: o parametro w
obedece a uma distribuicdo gaussiana e prior de w no modelo B:
de média 0 e desvio padrdao %
P(w]B) = ——— o l w
. . V2rY 252
e fazemos uma medida e concluimos que 4
w é descrito por uma gaussiana de * verossimilhanca dos dados:
média p e variancia o
1 _ 2
Plp,of) = = exp [— w1 ]
e qual teoria devemos preferir? 2ro d



as teorias de Mr. Ae Mr. B

e evidéncia de A: e fator de Bayes:
P(D14) = [ P, alw)P(wlA)dw = P(DIA)
= poiB)
1 /,Lz
Plpolw=0)= ——exp |~ 2

)\2
=4/1+%2/02exp |:— m]

Bap depende de dois parametros: ¥/0 e A

® evidéncia de B:
P(D|B) = /p(u, o [w)P(w|B)dw =

. - p? ® )\ = u/o mede o pardmetro adicional em
= 2Zrow [ e [* w02 E]dw = termos de sigmas: A grande favorece Mr. B

1 1 { 22 ( 1 )
= | S\
Vare \fia 520 : Lot/ ¢ 2/5? mede a importancia do prior em
onde relacédo aos dados- € um fator de Occam:
A=p/o quanto maior este termo, pior para Mr. B



as novas teorias de Mr. Ae Mr. B

e fator de Bayes:

fator de Bayes
_ P(D|A) B
RGN
n — h=1
A2 ;
_ 1 2 /52 _ o= =2
1+ 32/0%exp |: 72(1 T aZ/EZ):|

® )\ = u/o mede o parametro adicional em
termos de sigmas: A grande favorece B

® 5/% mede a importéncia dos dados em °
relagéo ao prior: quanto maior melhor para B 0 2 4 6 8 10

Z=alX




as moedasde Mr. Ae Mr. B

e exemplo da wikipedia: e modelo A:

https://en.wikipedia.org/wiki/Bayes_factor#Example n "
P(D|A) = Binomial(n, x,w = 0.5) = ( )wx(l —w)'" = ( )0.5"
X x

e jogamos uma moeda n =200 vezes e .
e modelo B:
obtemos x =115 caras

y _ P(D|B) = /P(D,w|B)dw = /P(D\w, BYP (] B)dw =
e modelo A: probabilidade de sair cara:

w=0.5 /01 (:)w"(l — W) = (:)Beta(x+ Ln—x+1)

* modelo B: probabilidade de sair cara: fungao beta:
w é livre, com prior uniforme entre 0 e 1 I(a)T(B)
(P(w|B) = 1) R )




as moedasde Mr. Ae Mr. B

° modelo A:
P(D|A) = <"> 0.5"
X
* modelo B:
P(D|B) = (’;) Beta(x + 1,1 — x + 1)

® jogamos uma moeda n =200 vezes e
obtemos x =115 caras

vamos supor que os dois modelos tém a
mesma probabilidade a priori: P(A) = P(B)

logo,

_ PAID) _ (105" ~0.00595

e = = ~ 1.197
PBID)  (V)Beta(x +1,n —x+1)  0.00497

0 modelo A é ligeiramente melhor, mas nao
da para decidir...

andlise frequentista:
modelo A seria rejeitado com a = 0.05



métodos aproximados: BIC

e a evidéncia é dificil de calcular- envolve BIC: Bayesian Information Criterion:

integracédo no espaco de parametros: « para um modelo com méaxima

verossimilhanca L, k parametros
P(DIM) = /P(D\w,M)P(w|M)dw livres e n observagbes (dados):

e é comum usar-se aproximagoes: BIC =In(n) x k- 2InL
e 0 primeiro termo penaliza a complexidade
do modelo (nimero de parametros) e o
segundo a qualidade do ajuste: modelos

com menor BIC devem ser preferidos

® se a) a verossimilhanga P(D|w, M) puder ser
descrita por uma gaussiana multivariada
com um pico bem definido e b) o prior
P(w|M) néo variar muito nessa regido, entao
e fator de Bayes de dois modelos:

In P(D|M) =~

_BICZ(M) I P(@|M)

By = —%(BICl — BIG,)



métodos aproximados: AlIC

e AIC: Akaike Information Criterion * selecao de modelos polinomiais

® baseado em teoria da informacdo: se
dois modelos A e B descrevem os
mesmos dados, o AIC mede a diferenga ;
de informacéo entre eles : g

® para um modelo com maxima HFH
verossimilhanga L e k parametros livres:

AIC =2k —2InL * By, =2.339 — M1
(M1 ligeiramente melhor que M2, mas nao

® compare AIC com BIC:
P da para decidir pela escala de Jeffreys)

BIC = In(n) x k —2InL
paran>8, klnn> 2k o AIC; — AIC; = 1.861 —s M2

BIC tende a favorecer modelos mais simples que AIC ° BICl - BIC2 =—-1.13 — M1



comparacao de modelos: as moedas de Mr. A e Mr. B

e critérios: e as moedas de Mr. A e Mr. B:

AIC =2k —21InL ® Bap=1.197 — A
(A ligeiramente melhor que B, mas ndo

da para decidir)

BIC =In(N)k—2InL o AIC,s — 53.905 —s B
® BIC4p = 50.606 — B
Bar P(AD) ® p-value = 0.014 (.HO: w = 0.5)
AP~ P(BID) * nivel de confianga 0.05 — B

® nivel de confianga 0.01 — A
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