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1 Objetivos

Neste trabalho vamos explorar o produto de Kronecker de matrizes suas
propriedades, resultados 1teis e por fim algumas das suas aplicacoes em es-
tatistica, como mostrar algumas identidades no calculo da densidade da dis-
tribuicao normal para matrizes.

2 Definicao e propriedades

Definicao
Seja A uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢, definimos o produto de

Kronecker de A e B como uma matriz pm x gn dada por:
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mais explicitamente:
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ou ainda:
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Propriedades

Podemos citar algumas propriedades interessantes do produto de Kronec-
ker. Vale ressaltar que as seguintes propriedas, exceto caso especificado di-
ferente, valem para quaisquer matrizes, independente de suas dimensoes.

1. Bilinearidade e associatividade: Sejam k um escalar, A, B e C
matrizes e 0 a matriz nula, valem:

(a) A (B+(C)=A®B+A®C

(b) ( B+C)®@ A=BRA+C®A

(c) (kA)® B=A® (kB)=k(A® B)

(d) (A®B)@C=A® (B ()

() AR0O=0®A=0

2. Nao-comutatividade. Em geral, A® B # B® A. Por exemplo, para
A e B como no exemplo anterior:
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3. Propriedade do Trago e Determinante Para matrizes quadradas
de dimensao m x m e n X n, temos que valem as seguintes identidades:
traco(A ® B) = trago(A4) X traco(B) e que det(A ® B) = (detA)™ x
(detB)"

4. Distributividade do Posto posto(A ® B) = posto(A) x posto(B)

5. Relagao com o produto usual Sejam as matrizes A, B, C' e D de
dimensoes mxh, pxk, hxn e kxI respectivamente.
Entao vale que (A® B)(C ® D)=AC ® BD

Disso nao custa ver que para A e B matrizes idempotentes, vale que
A ® B também é idempotente.
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. Preservagao da Ortogonalidade Para A e B matrizes ortogonais,

diretamente da propriedade anterior vale que A® B é matriz ortogonal.

. Distributividade da Transposicao(em relagao ao produtos de

Kronecker) Para A e B matrizes,

(A B = A'® B'

Disso nao custa perceber que a simetria de matrizes também é preser-
vada ap$ o produto de Kronecker.

. Distributividade da Inversao de matrizes(em relacao ao pro-

dutos de Kronecker) Sejam A e B matrizes quadradas inversiveis.
Entao:
(AeB)'=A1e B!

(Vale o resultado mais abrangente andlogo para inversas generalizadas)

. Combinacao de Autovalores Sejam Ay, ... ,\,, os autovalores de uma

matriz quadrada A de ordem m, e sejam 6y, ... ,0, os autovalores de uma
matriz quadrada B de ordem p, entao o conjunto dos mp autovalores
da matriz A ® B é dado por {\0; |i=1,...,m;j=1,...,p}.

Densidade da distribuicao normal matricial

Seja uma matriz aleatoria

anp

tal que

X ~ MN,,,(M, U, V)

, ou seja, uma Matriz de Distribuicao Normal. Sua funcao densidade proba-
bilidade segue a seguinte forma

exp —str[VH(X - M)TU (X — M)

p(X | M7U7V> = (27T)”p/2|V|”/2|U’p/2




sendo M matriz de dimensao n X p, U matriz de dimensao n X n e V matriz

de dimensao p X p.
A Matriz de Distribuicao Normal se relaciona a distribui¢ao normal mul-

tivariada da seguinte maneira:
X ~ MN ey (M, U, V)
vec(X) ~ Nyp(vee(M), V ® U)
4 Exemplo do Produto de Kronecker
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