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T INTRODUCAO

Conceito classico sobre inversa de uma matriz:

“Se uma matriz A tem inversa A", essa matriz necessariamente é quadrada e deve ter determinante diferente de zero (n&o-singular: determinante ndo-nulo), ou ainda, ter
posto completo (linhas e colunas linearmente independentes)”.

Algumas propriedades interessantes sobre A:

i) A.A'= A" A =1, sendo | uma matriz identidade de mesma dimensao ou ordem
ii) A1 é Unica, com determinante igual ao reciproco do determinante de A
iii) (AN T=A

v) ()= (AT)
v)  (AB)!=BTA-

. Problemas estatisticos podem envolver a solu¢do de sistemas de equagdes lineares do tipo Ax = b (ou y = XB).

. Se A é de ordem nxn, nao singular, entao, a solucao do sistema existe (sistema consistente) e € unica (sistema determinado), sendo dada por:
AX=b=>x=A"Dbou

XI=y=7=Xty).

. Ha casos em que A nao é quadrada, ou mesmo sendo A quadrada, pode ocorrer de ser singular (matriz com determinante igual a zero ou, ainda, de posto incompleto).



Uma teoria unificadora é conveniente para tratar todas as situacgdes: inversas generalizadas de matrizes (Graybill, 1983).
. Inversas generalizadas de uso mais freqliente na solugdo de problemas estatisticos:

i) inversa generalizada condicional, pela sua abrangéncia e simplicidade;

ii) inversa generalizada de Moore-Penrose, por suas fortes propriedades algébricas;

iii) inversa generalizada de quadrados minimos, por sua ampla aplicagdo em estatistica experimental;

1) Inversa condicional de uma matriz A, de ordem mxn, € uma matriz denotada por A-, de ordem nxm, que satisfaz a condi¢éo:

A.A- A=A

A~ é “uma” inversa-g de A e ndo “a” inversa-g de A, pois podem existir muitas matrizes que satisfazem tal condicdo. A excecdo ocorre quando A é nao-singular;

situacdo em que A~ =A™, sendo, portanto, Unica.
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INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE

. Trata-se de uma matriz com as propriedades de uma matriz inversa, para uma matriz A de ordem mxn, de posto ou ‘rank’ rfA] = r, com r < min {m, n} (E. H.
Moore - 1920 e R. Penrose - 1956).

. A matriz A" satisfaz as seguintes condigdes:

i) A.A"A = A (note que A.A- e A~A tém papel de matriz identidade |)
ii) i)A A A=A

i) ii)A. A =(A.A ) (A.A ésimétrica)

iv) iv) A"-A=(A-A) (A . A é simétrica)

. E possivel mostrar que qualquer matriz, inclusive vetor, possui sempre uma Unica inversa generalizada de Moore-Penrose. Logo, A" sempre existe e é Unica para
uma dada matriz A, o-que caracteriza suas propriedades de existéncia e unicidade.



Calculo da Matriz generalizada de Moore-Penrose (ha varios algoritmos)

Seja A uma matrizmXner(A)=r

Caso1:r=m

A =AL(AAY)-
Caso2:r=n
A = (AL AT A

Caso 3: r<m;r<n (4 passos)
(1) Obter: B = ALA

(2) Fazer: C1 =1,

(3) Calcular: Ci+q1 =[trago(Ci.B) /i]x1,-Ci.B, parai=1,2,..... -1

(@) A—=Tr/trago(CrB) ] x CrA"
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Sequéncia de operagdes para utilizagdo da Matriz Inversa Generalizada de Moore-Penrose para resolucao de equagdes matriciais

1. A é matriz de ordem mXn, com A.X =y;
Encontrar o posto de A :=r(A) =r,

Calcular A- (matriz inversa generalizada de A) pelo algoritmo de Moore-Penrose;

el N

Testar se o sistema é consistente (Sistema Possivel:= tem solug&o):

Se A.A-.y =y => Sistema consistente (SPD ou SPI);

Se A.A-y # y => Sistema inconsistente (SI);

5. Testar Unicidade, se o sistema for consistente (possivel):
5.1 Se A" .A = |, => Sistema tem solucéo unica (SPD);
5.2 Se A .A # |, => Sistema tem infinitas solugdes (SPI).

6. Calcular as solugoes:

6.1 Solugo Unica: x = A, y;

6.2 Infinitas solugdes:
x=A-.y+(In-A-.A).h
=>x=A.y+ (ln-A"A). (A1, A2, A3, ......... , An)
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