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INTRODUÇÃO 

 

 
Conceito clássico sobre inversa de uma matriz: 

“Se uma matriz A tem inversa A-1, essa matriz necessariamente é quadrada e deve ter determinante diferente de zero (não-singular: determinante não-nulo), ou ainda, ter 

posto completo (linhas e colunas linearmente independentes)”. 

Algumas propriedades interessantes sobre A: 

i) A.A-1= A-1.A = I , sendo I uma matriz identidade de mesma dimensão ou ordem 

ii) A-1 é única, com determinante igual ao recíproco do determinante de A 

iii) (A-1)-1 = A 

iv) (A’)-1 = (A-1)’ 

v) (AB)-1 = B-1.A-1
 

 

 
. Problemas estatísticos podem envolver a solução de sistemas de equações lineares do tipo Ax = b (ou y = X). 

. Se A é de ordem nxn, não singular, então, a solução do sistema existe (sistema consistente) e é única (sistema determinado), sendo dada por: 

A.x = b => x = A-1. b ou 

X.  = y => = X-1 . y). 

 
 

. Há casos em que A não é quadrada, ou mesmo sendo A quadrada, pode ocorrer de ser singular (matriz com determinante igual a zero ou, ainda, de posto incompleto). 



. Uma teoria unificadora é conveniente para tratar todas as situações: inversas generalizadas de matrizes (Graybill, 1983). 

. Inversas generalizadas de uso mais freqüente na solução de problemas estatísticos: 

i) inversa generalizada condicional, pela sua abrangência e simplicidade; 

ii) inversa generalizada de Moore-Penrose, por suas fortes propriedades algébricas; 

iii) inversa generalizada de quadrados mínimos, por sua ampla aplicação em estatística experimental; 

 

 
1) Inversa condicional de uma matriz A, de ordem mxn, é uma matriz denotada por A–, de ordem nxm, que satisfaz à condição: 

A. A– .A = A 

A– é “uma” inversa-g de A e não “a” inversa-g de A, pois podem existir muitas matrizes que satisfazem tal condição. A exceção ocorre quando A é não-singular; 

situação em que A– = A-1 , sendo, portanto, única. 



 



 



 



 



 
 
 

 

INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE 

 
. Trata-se de uma matriz com as propriedades de uma matriz inversa, para uma matriz A de ordem mxn, de posto ou ‘rank’ r[A] = r, com r  min {m, n} (E. H. 
Moore - 1920 e R. Penrose - 1956). 

. A matriz A- satisfaz às seguintes condições: 

i) A.A-.A = A (note que A.A- e A-.A têm papel de matriz identidade I) 

ii) ii) A- .A . A- = A-
 

iii) iii) A . A- = (A . A- )’ (A . A- é simétrica) 

iv) iv) A- . A = (A- . A)’ (A- . A é simétrica) 

 

 
. É possível mostrar que qualquer matriz, inclusive vetor, possui sempre uma única inversa generalizada de Moore-Penrose. Logo, A- sempre existe e é única para 

uma dada matriz A, o que caracteriza suas propriedades de existência e unicidade. 



 
 
 
 
 
 
 

 
Cálculo da Matriz generalizada de Moore-Penrose (há vários algoritmos) 

 

 
Seja A uma matriz mXn e r(A) = r 

Caso 1: r = m 

A- = At.(A.At) -1 

Caso 2: r = n 

A- = (At. A)-1. At
 

 

 
Caso 3: r < m; r < n (4 passos) 

(1) Obter: B = At.A 

 

 
(2) Fazer: C1 = In 

 
 

(3) Calcular: Ci+1 = [traço(Ci.B) / i ] x In – Ci.B , para i = 1,2,...... ,r-1 
 

 
(4) A- = [ r / traço (Cr.B) ] x Cr.At 



 



 



 
 
 
 
 

Sequência de operações para utilização da Matriz Inversa Generalizada de Moore-Penrose para resolução de equações matriciais 

 

 
1. A é matriz de ordem mXn, com A.x = y; 

2. Encontrar o posto de A := r(A) = r; 

3. Calcular A- (matriz inversa generalizada de A) pelo algoritmo de Moore-Penrose; 

4. Testar se o sistema é consistente (Sistema Possível:= tem solução): 

Se A.A- .y = y => Sistema consistente (SPD ou SPI); 

Se A.A-.y ≠ y => Sistema inconsistente (SI); 

5. Testar Unicidade, se o sistema for consistente (possível): 

5.1 Se A- .A = In => Sistema tem solução única (SPD); 

5.2 Se A- .A ≠ In => Sistema tem infinitas soluções (SPI). 

6. Calcular as soluções: 

6.1 Solução única: x = A-. y; 

6.2 Infinitas soluções: 

x = A- .y + (In – A- .A).h 

= > x = A-.y + (In – A-.A). (λ1, λ2, λ3, ………, λn) 
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