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1 Sistemas lineares homogêneos de 1a ordem

a coeficientes constantes

1.1 Abusos de notação

Para z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, usaremos nestas notas o abuso

z =


z1
z2
...
zn

 ∈Mn×1(C),

isto é, usaremos a mesma notação z tanto para um vetor de Cn quanto para
sua representação matricial na base canônica de Cn.

Assim, se f : Cn → Cn é uma função definida por

f(z) = (a11z1 + · · ·+ a1nzn, a21z1 + · · ·+ a2nzn, . . . , an1z1 + · · ·+ annzn),

escreveremos f(z) = Az, apesar de f(z) ser elemento de Cn e Az ser elemento
de Mn×1(C) (onde, em Az, o z está sendo olhado como a representação
matricial do vetor z de Cn na base canônica.

1.2 Forma canônica de Jordan

Seja A ∈Mn×n(R) e considere a transformação linear

T = TA : Cn → Cn

definida por T (v) = Av, v ∈ Cn.
É claro que A é a matriz de T na base canônica, isto é, se A1, . . . , An são

as colunas de A, temos Aj = T (ej), j = 1, . . . , n.
Mais explicitamente, T (ej) = a1je1 + a2je2 + · · ·+ anjen, j = 1, 2, . . . , n.

Lembremos que se {f1, . . . , fn} é uma base de Cn, a matriz Ã de T nessa
base é dada por Ãj = T (fj), j = 1, . . . , n, onde Ãj é a j−ésima coluna de
Ã, isto é,
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T (fj) = ã1jf1 + ã2jf2 + · · ·+ ãnjfn, j = 1, 2, . . . , n.

Exerćıcio 1 Seja T : C2 → C2 definida por T (z) = (2z1 + 3z2, 5z1 − z2).

(a) Ache a matriz [T ]B de T em relação à base B = {e1, e1 + e2}

(b) Ache a matriz [T ]D de T em relação à base D = {(1 + i, 0), (0, 2i)}

Definição 1 Um escalar ρ ∈ C é dito um autovalor de A se o sistema linear
Au = ρu , ou, equivalentemente, (A− ρI)u = O

tem alguma solução u 6= O. Tais soluções são chamadas autovetores de A
associados ao autovalor rho.

O polinômio
p(λ) = det(λI − A)

é chamado polinômio caracteŕıstico de A (e suas ráızes são os autovalores,
ou valores próprios, ou valores caracteŕısticos de A).

Se σ é raiz de p(λ) de multiplicidade m, dizemos que σ é um autovalor
de A de multiplicidade algébrica m.

Como A é matriz real, se σ ∈ C \R é autovalor de A de multiplicidade
algébrica m então σ ∈ C \ R é também autovalor de A de multiplicidade
algébrica m.

Exerćıcio 2 Seja A =
(
a11 a12
a21 a22

)
∈ M2×2(R) e considere T : C2 → C2

definida por T (z) = Az. Em cada caso, escreva a matriz de T em relação à
base B = {v1, v2} de C2:

(a) B é uma base tal que (A− 2I)v1 = O e (A− 3I)v2 = O.

(b) B é uma base tal que (A− (2 + 3i)I)v1 = O e v2 = v1.

(c) B é uma base tal que (A− 2I)v1 = O e (A− 2I)v2 = O.

(d) B é uma base tal que (A− 2I)v1 = O e (A− 2I)v2 = v1.

Exerćıcio 3 Seja A =
(
a11 a12
a21 a22

)
∈ M2×2(R) e considere T : C2 → C2

definida por T (z) = Az. Em cada item, ache uma base B = {v1, v2} de C2

com as propriedades requeridas e escreva a matriz de T nessa base.
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(a) A=
(

1 2
−1 4

)
e B={v1, v2} é uma base formada por autovetores de A.

(b) A =
(

3 0
0 3

)
e B = {v1, v2} é uma base formada por autovetores de A.

(c) A=
(

2 1
−1 2

)
e B={v1, v2} é uma base formada por autovetores de A.

(d) A =
(

2 1
−1 4

)
e B = {v1, v2} é uma base tal que v1 é autovetor de A

associado a um autovalor ρ e v2 satisfaz (A− ρI)v2 = v1.

Teorema 1 Seja A ∈Mn×n(R).
Existe uma base de Cn{
w1

1, . . . , w
1
n1
, w2

1, . . . , w
2
n2
, . . . , ws1, . . . , w

s
ns
,

w1
1, . . . , w

1
n1
, w2

1, . . . , w
2
n2
, . . . , ws1, . . . , w

s
ns
,

w2s+1
1 , . . . , w2s+1

n2s+1
, w2s+2

1 , . . . , w2s+2
n2s+2

, . . . , wr1, . . . , w
r
nr

}
tal que

(a) w2s+1
1 , . . . , w2s+1

n2s+1
, w2s+2

1 , . . . , w2s+2
n2s+2

, . . . , wr1, . . . , w
r
nr
∈ Rn,

(b) wj1 é um autovetor de A associado a um autovalor λj, j = 1, 2, . . . , s,

(c) wj1 é um autovetor de A associado ao autovalor λj, j = 1, 2, . . . , s,

(d) wj é um autovetor de A associado a um autovalor real λj, j = 2s +
1, . . . , r,

(e) A matriz de T = TA nessa base tem a forma
Ã = Diag (D1, . . . , Ds, Ds+1, . . . , D2s, D2s+1, . . . Dr)

onde Ds+j = Dj, j = 1, . . . , s, e cada Dk é da forma

Dk =



λk 1 0 . . . 0 0
0 λk 1 . . . 0 0
0 0 λk . . . 0 0
...

...
...

. . . 1 0
0 0 0 . . . λk 1
0 0 0 . . . . . . λk


, k = 1, . . . , r.
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Observação 1 No enunciado acima, λ1, . . . , λr são os autovalores de A, e
podem não ser distintos. O número de blocos Dj em que aparece um certo

autovalor λ̃ é a multiplicidade geométrica de λ̃. E a soma das ordens dos Dj

em que aparece um certo autovalor λ̃ é a multiplicidade algébrica de λ̃.

Exerćıcio 4 Considere a matriz

A =


3 0 1 0

1/2 5/2 1/2 −1/2
0 0 3 0
−1/2 1/2 1/2 7/2

 .
Ache sua forma canônica de Jordan e apresente a base correspondente.

Exerćıcio 5 Ache a forma canônica de Jordan e apresente a base correspon-
dente:

A =


4 −1 0 0

1/2 5/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 5/2 1/2
0 0 0 3

 .

1.3 Sistemas de EDOs lineares homogêneos de 1a or-
dem a coeficientes constantes

Teorema 2 Seja A ∈Mn×n(R). Considere o sistema

ż = Az (1)

e sejam Ã = Diag (D1, . . . , Ds, Ds+1, . . . , D2s, D2s+1, . . . Dr) e{
w1

1, . . . , w
1
n1
, w2

1, . . . , w
2
n2
, . . . , ws1, . . . , w

s
ns
,

w1
1, . . . , w

1
n1
, w2

1, . . . , w
2
n2
, . . . , ws1, . . . , w

s
ns
,

w2s+1
1 , . . . , w2s+1

n2s+1
, w2s+2

1 , . . . , w2s+2
n2s+2

, . . . , wr1, . . . , w
r
nr

}
como no teorema anterior.

Então uma base para o espaço das soluções complexas de (1) é

eλjtwj1,

eλjt(wj2 + twj1),
...
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eλjt
(
wjnj

+ twjnj−1 +
t2

2!
wjnj−2 + · · ·+ tnj−1

(nj − 1)!
wj1
)
,

eλjtwj1,

eλjt(wj2 + twj1),
...

eλjt
(
w1
nj

+ twjnj−1 +
t2

2!
wjnj−2 + · · ·+ tnj−1

(nj − 1)!
wj1
)
,

eλktwk1 ,

eλkt(wk2 + twk1),
...

eλkt
(
wknk

+ twknk−1 +
t2

2!
wknk−2 + · · ·+ tnk−1

(nk − 1)!
wk1
)
,

onde j = 1, 2, . . . , s, e k = 2s+ 1, 2s+ 2, . . . , r.

Corolário 1 Nas condições do teorema anterior, sejam wjk = ujk + ivjk com
ujk, v

j
k ∈ Rn , e λj = ρj + iθj com ρj, θj ∈ R, j = 1, . . . , s, k = 1, . . . , nj.

Então uma base para o espaço das soluções reais de (1) é

eρjt(cos(θjt)u
j
1 − sin(θjt)v

j
1),

eρjt[(cos(θjt)u
j
2 − sin(θjt)v

j
2) + t(cos(θjt)u

j
1 − sin(θjt)v

j
1)],

...

eρjt
[
(cos(θjt)u

j
nj
− sin(θjt)v

j
nj

) + t(cos(θjt)u
j
nj−1 − sin(θjt)v

j
nj−1) + · · ·

+
tnj−1

(nj − 1)!
(cos(θjt)u

j
1 − sin(θjt)v

j
1)
]
,

eρjt(cos(θjt)v
j
1 + sin(θjt)u

j
1),

eρjt[(cos(θjt)v
j
2 + sin(θjt)u

j
2) + t(cos(θjt)v

j
1 + sin(θjt)u

j
1)],

...

eρjt
[
(cos(θjt)v

j
nj

+ sin(θjt)u
j
nj

) + t(cos(θjt)v
j
nj−1 + sin(θjt)u

j
nj−1) + · · ·

+
tnj−1

(nj − 1)!
(cos(θjt)v

j
1 + sin(θjt)u

j
1)
]
,

eλktwk1 ,
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eλkt(wk2 + twk1),
...

eλkt
(
wknk

+ twknk−1 +
t2

2!
wknk−2 + · · ·+ tnk−1

(nk − 1)!
wk1
)
,

onde j = 1, 2, . . . , s, e k = 2s+ 1, 2s+ 2, . . . , r.

Exerćıcio 6 Resolva ż = Az com a matriz A dada no exerćıcio 4.

Exerćıcio 7 Resolva ż = Az com a matriz A dada no exerćıcio 5.

Exerćıcio 8 Resolva o sistema ż = Az onde

A =



√
2
√

2 0 0 0
−
√

2
√

2 0 0 0
0 0 4 1 0
0 0 0 4 1
0 0 0 0 4



6


