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12 Semestre de 2013

1 Sistemas lineares homogéneos de 12 ordem
a coeficientes constantes

1.1 Abusos de notacgao

Para z = (21, Zo, ... ,zn) € C", usaremos nestas notas o abuso
21
Z9
z = . c Mnxl(c)a
Zn

isto é, usaremos a mesma notagao z tanto para um vetor de C™ quanto para
sua representacao matricial na base canonica de C™.
Assim, se f: C™ — C" é uma funcao definida por

f(Z) = (a1121 + -+ a1p2n, 02121 + - F Aopin, oo, G121+ annzn)’

escreveremos f(z) = Az, apesar de f(z) ser elemento de C™ e Az ser elemento
de M,,«1(C) (onde, em Az, o z estd sendo olhado como a representacao
matricial do vetor z de C™ na base canoénica.

1.2 Forma canonica de Jordan
Seja A € M,,»«»(R) e considere a transformacao linear
T=T4:C"—>C"

definida por T'(v) = Av,v € C™.

E claro que A é a matriz de T na base canodnica, isto é, se Aq,..., A, sado
as colunas de A, temos A; =T(e;),j=1,...,n.

Mais explicitamente, T'(e;) = ajje; + agjes + -+ + apjen, j=1,2,...,n.

Lembremos que se {f1,..., f,} ¢ uma base de C*, a matriz A de T nessa
base é dada por A; = T(f;), j =1,...,n, onde A; é a j—ésima coluna de
A, isto é,



T(f) =afi +azifoat - +anifo, 7=1,2,...,n.
Exercicio 1 Seja T': C? — C?2 definida por T'(2) = (221 + 322,521 — 23).
(a) Ache a matriz [T)|g de T em relagdo a base B = {e,e1 + €3}

(b) Ache a matriz [T]p de T em relagao a base D = {(1 +,0), (0,24)}

Definicao 1 Um escalar p € C € dito um autovalor de A se o sistema linear
, ou, equivalentemente, | (A — pI)u = O ‘
tem alguma solucao u # O. Tais solugdes sao chamadas autovetores de A
associados ao autovalor rho.
O polinomio

p(\) = det(\] — A)

¢ chamado polinomio caracteristico de A (e suas raizes sio os autovalores,
ou valores préprios, ou valores caracteristicos de A).

Se o € raiz de p(\) de multiplicidade m, dizemos que o é um autovalor
de A de multiplicidade algébrica m.

Como A é matriz real, se 0 € C\ R é autovalor de A de multiplicidade
algébrica m entdo @ € C \ R é também autovalor de A de multiplicidade
algébrica m.

Exercicio 2 Seja A = <Z“ 312> € Myy2(R) e considere T : C? — C2
21 Q22
definida por T'(2) = Az. Em cada caso, escreva a matriz de 7" em relagio a

base B = {v,v,} de C2:
a) B ¢ uma base tal que (A —2[)v; =0 e (A —31)vy = O.
)
(

(

(b) B é uma base tal que (A — (2+ 3i)l)v; = O e vy = 7.
(c) B é uma base tal que (A —2I)v; =0 e (A—21)vy = O.
(

d) B é uma base tal que (A —20vy = O e (A —2[)vy = vy.

Exercicio 3 Seja A = (ZH 212> € Msyyo(R) e considere T : C? — C?
21 22

definida por T'(z) = Az. Em cada item, ache uma base B = {v;, vy} de C2
com as propriedades requeridas e escreva a matriz de 7" nessa base.



1 2

1 4> e B={vy, vy} é uma base formada por autovetores de A.

(a) A:(

3 0

0 3> e B = {v1,v9} é uma base formada por autovetores de A.

(b)A—(

2 1
-1 2

2 1
wa-(? !
associado a um autovalor p e vy satisfaz (A — pl)vy = vy.

R).

() A= (

) e B={vy,v,} é uma base formada por autovetores de A.

) e B = {v1,v2} é uma base tal que v; é autovetor de A

Teorema 1 Seja A € M,
FExiste uma base de C™

1 1 2 2 s s
{wl,...,wnl,wl,...,wm,...,wl,...,wns,
—1 =1 =2 2 S S
Wiy, Wy, Wy ey, Wy ey Wy e, Wy,
2s+1 2s+1 2s5+2 25+2 r r
wi L wps T Wy ,...,wn25+2,...7w1,...,wm}
tal que
2541 2s+1 2s5+2 25+2 r r n
(a) wi™ . wp H L wiT L w e, wy € R,
(b) wi € um autovetor de A associado a um autovalor A\;, j =1,2,...,s,
c) W, é um autovetor de A associado ao autovalor \;, j =1,2,...,s
1 YR ) “y )9y
(d) wi é um autovetor de A associado a um autovalor real \j, j = 2s +
1,...,r,
(e) A matriz de T = Ty nessa base tem a forma
A= Dlag (Dl, R ,Ds, Ds+1, ceey _D257 D25+1, . Df,«)
onde Dy j =D, j=1,...,s, e cada Dy é da forma
M 10 0 0
0O N 1 ... 0 O
0O 0 X ... 0 O
Dk = . . . . 1 0 ) k= ]-a y T
0O 0 0 A1
0o 0 0 Ak



Observacao 1 No enunciado acima, Aq,...,\, sao os autovalores de A, e
podem nao ser distintos. O ntmero de blocos D; em que aparece um certo
autovalor \ ¢ a multiplicidade geométrica de X. E a soma das ordens dos D;
em que aparece um certo autovalor Xéa multiplicidade algébrica de Y

Exercicio 4 Considere a matriz

30 1 0
12 5/2 1/2 —1/2
0o 0 3 0
—~1/2 1/2 1/2 7/2

A=

Ache sua forma canonica de Jordan e apresente a base correspondente.

Exercicio 5 Ache a forma canonica de Jordan e apresente a base correspon-

dente:
4 -1 0 0

1/2 5/2 1/2 1/2
1/2 —1/2 5/2 1/2
o o0 0 3

A:

1.3 Sistemas de EDOs lineares homogéneos de 12 or-
dem a coeficientes constantes

Teorema 2 Seja A € M, (R). Considere o sistema

2= Az (1)
e sejam A = Diag (D1,...,Dg, Dgy1,...,Dag, Dogi1,...D,) e

1 1 2 2 s s
{wl,...,wnl,wl,...,an,...,wl,...,wns,

—1 1 2 2 s s

Wy, .o, Wy Wy ey Wy oo, WY, o, Wy,

2s+1 2s+1 2s5+2 2542 r r

witT L w Tt wnt T wl, L wy

como no teorema anterior.
Entao uma base para o espago das solugoes complexas de (1) é

M,

ekft(w%‘ + tw{),



2 tnj_l

. , 2 .
Ajt (o) J Zw’ S — T
e (wnj +twy, o+ 2!wnj_2 + -+ (n; = 1)!w1>,
it w
6)\] w2+t@{>,

t2 tnj—l )

it L
e’ (w —l—twn._l + = 91 nj_Q—l— + (n; = 1)!w1>,
)\ktwllc7

M (wh 4 twh),

M (wh, + tw] +t2w’“ +- +tnk_1w’“)
nE—1 91— 2 (nk—l)' 1/

onde j=1,2,...,s8, ek=2s+1,25s+2,...,r

Corolério 1 Nas condi¢oes do teorema anterior, sejam w), = uj, + iv] com
ul, v, €ER™ e Xy =p;+ib; comp;,0; €R, j=1,...;s, k=1,...,n
Entao uma base para o espago das solugdoes reais de (1) €

j.

et (cos(0;t)u] — sin(0;t)v),
e?1[(cos(0;t)ul — sin(0;t)v3) + t(cos(8;t)ui — sin(0;t)v])],

epjt{(cos(e tyud, — sin(0;t)v]) ) + t(cos(0;t)u] U,y — sin(0;t)v;, )t
it j . J
+W(COS(9]¢)U1 — sm(th)Ul)}y

e (cos(0;t)v] + sin(;t)ul),
e”'[(cos(6;t)v3 + sin(6;t)u3) + t(cos(8;t)v] + sin(f;t)u)],

c.e”jt {(cos(Hjt)lej + sin(6,t)u, ) + t(cos(B;t)v! | + sin(0;t)ul, 1)t

t%fl . ) .
+W(COS(0]75)'U{ + Sln(gjt)u{ﬂ s

Akt K
lcwl’



M (wh 4 twh),

2 tnk—l

t
eAkt (w,lik + twﬁk—l + 5wﬁk_2 + - F (nk—l)'w@’

onde j=1,2,...,s, ek=2s+1,2s+2,...,7.

Exercicio 6 Resolva 2 = Az com a matriz A dada no exercicio 4.

Exercicio 7 Resolva 2 = Az com a matriz A dada no exercicio 5.

Exercicio 8 Resolva o sistema Z = Az onde
V2 V2 0 0 0
V2 V2 0 0 0
A= 0 0 4 1 0
0 0 0 4 1
0 0 0 0 4



