MODELOS DE ANALISE DE VARIANCIA
(ANOVA)
MODELOS DE POSTO INCOMPLETO



CAPITULO 12. MODELOS DE ANALISE DE VARIANCIA

PROBLEMA: O pesquisador aplica diversos tratamentos a unida-
des experimentais e deseja comparar as médias dos tratamentos
para alguma resposta y.

e Utilizamos modelos lineares para facilitar as comparacgdes entre as
médias dos tratamentos.

OBJETIVO: Estudar procedimentos para estimacdo de parametros e
testes de hipéteses em modelos de posto incompleto, também
chamados modelos de ANOVA.

Trataremos de modelos balanceados, cujos tratamentos tém nime-
ros iguais de observacoes.



Os modelos desbalanceados serao tratados no Capitulo 15.

12.1 MODELOS DE POSTO INCOMPLETO
12.1.1 MODELO COM UM FATOR (one-way model)

Exemplo: Um pesquisador deseja comparar dois aditivos usados
para melhorar o desempenho da gasolina. Suponhamos que:

Sem aditivos = carro percorre u quilometros por litro

Com aditivo 1 = acréscimo de t; quilometros por litro.

Com aditivo 2 = acréscimo de 7, quilometros por litro.
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O modelo linear para estudar o problema pode ser expresso como:

Yi=U+ T+ &
Y2 =1 + Tt &
onde y; é a quilometragem por litro para um tanque de gasolina
contendo o aditivo 1 e & é um erro aleatério. As variaveis y, e &,
sdo definidas similarmente.
A partir da observagao dos valores y; e y, o pesquisador deseja:
e Estimar os valoresde yu, 7, e 7,
e Testar a hipotese Hy: 1, = 1,

Como resolver este problema?
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Uma sugestdo: Encher os tanques de seis carros idénticos com ga-
solina, colocar o aditivo 1 nos tanques de trés carros escolhidos ao
acaso e o aditivo 2 nos tanques de outros trés carros e medir o de-
sempenho (km/litro) de cada um dos carros.

0 modelo final para as 6 observacdes pode ser escrito como:

Yij=u +1ite;,i=12ej=123 (12.2)
onde

yij € aquilometragem/litro observada no j-ésimo carro que re-
cebeu o i-ésimo aditivo em seu tanque.

g;j €um erro aleatdrio associado a y;;.



Matricialmente as equagoes em (12.2) ficam:

Vg (KT Titén 11 0 €117
V12 U+ T+ &2 1 1 0 U €12
Y13 U+ 1+ &3 1 1 O - €13

= = + 12.3
V21 < U+ Ty + &y 1 0 1 Tl €21 ( )
Y22 Pt Tt e 1 0 1| ° €22
Vsl W+ te; 10 1 €23

Na sua forma matricial o modelo fica:
y=Xp+e¢

Em que
yé6Xx1,Xe6X3,Bé3Xx1lecébXl.



Problemas:

e X é 6X3 e posto(X) = 2, ou seja, X é de posto incompleto =
Teoremas dos Capitulos 7 e 8 ndo podem ser usados diretamente
para estimar . O modelo (12.2) é dito superparametrizado.

e Os parametros y, T, € T, ndo sdo unicos!

Vamos entender o motivo: Admitindo, por exemplo, que u = 15,
7, = 1let, = 3,0modelo (12.2) fica:

(12.4)

y1j= 16+£1], ] = 1,2,3
{yZJ 18+£2],] = 1,2,3

Pergunta: Partindo das equagdes em (12.4) nos conseguimos de-
duzir que pu = 15,7y, =1et, =37
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A putt =16
Problema: O sistema {# +1,=18

gressao linear multipla?

tem solucdo Unica, como na re-

+1, =16
Resposta: Nao! O sistema {,u £

e .
L+ T, =18 tem infinitas solug¢des!

Por exemplo: (1) u=10,7,=6e71,=8
2)u=25t1,="9et,=-7
B u=17,t;,=-1let, =1

Obtemos trés solugoes diferentes para o sistema = os parametros

U, T, € T, ndo sdo Unicos no modelo superparametrizado e ndo po-
dem ser estimados como nos capitulos 7 e 8.
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Algumas formas de remediar a falta de unicidade dos parametros
no modelo superparametrizado:

1) Redefinir o modelo (12.2) usando dois novos parametros que
sejam unicos (realizar uma reparametrizagao do modelo)

Sugestdo: Utilizar o modelo y;; = 1, + ¢;;,emquey; = u+1;€a
média de consumo dos carros depois de receberem o aditivo i.

Matricialmente tem-se:

y117 [1 0] €117

Y12 1 0 €12

Yiz|_ (1 O €13 _

Y21 |0 1 .U2]+521 =Wnte
Y22 0 1 Y

Y23d g 1 €23
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Como posto(W) =2 = fi=(W'W) 1W'y é a solucio tnica!

Esta proposta é chamada de reparametrizacdo e o modelo final é
chamado modelo de médias de caselas.

Note que a hipotese de interesse Hy: 7; = T, a ser testada no mo-
delo (12.2), também pode ser testada neste novo modelo pois
sabendo que yu; = u + v, e u, = u + 7,, fazendo pu; = u, repro-
duzimos a hipétese: Hy: 7; = 1,.

I[sso quer dizer que testar Hy: t; = 7, no modelo (12.2) é equiva-
lente a testar H,: ; = 1, no modelo de médias de caselas.
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2) Usar o modelo (12.2) e incluir algumas restricdes nos parame-
tros de modo a torna-los unicos.

Sugestdo: Impor a condi¢do a condi¢do marginal t; + t; = 0 aos
parametros do modelo (restrito) y;; = u* + 7; + &;.

Neste novo contexto: yu* é a nova quilometragem média depois
dos aditivos quimicos serem aplicados e 77 e 75 sao desvios des-
sa média (ou efeitos dos aditivos).

uw+ 11 =16
Com esta restri¢do o sistema {u* + 7, = 18 passa a ter solucdo

T1+1, =0
Unica:

w =17, 11 =—-1let;, =1
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7

A interpretacdo dos parametros sujeitos a condigdo );7; =0 é
alterada para:

= Depois do uso de aditivos, o desempenho médio dos carros é
17 km/l; com o aditivo 1 o desempenho médio é 1 km/! abai-
x0 desta média e com o aditivo 2, é 1 km/l acima desta média.

O modelo y;; = pu* + 7; + &, sujeito a restri¢do 77 + 7; = 0, po-
de ser expresso no formato de um modelo de posto completo,
substituindo 7; = —717 para obter:

Yij = 0+ T1 + &
Yoj = W — Ty + &
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Matricialmente temos:

v [ 17 (€117
V12 1 1 €12
Y13 1 1 [#*] €13 « px
= |+ =X'p"+¢
Va1 1 1|l €21 B
Y22 1 -1 €22
Y23d 11 1 L€23

Incorporando a restricdo ao modelo a matriz X* passa a ter posto
completo e os parametros u* e 7 podem ser estimados de forma
Unica (capitulos 7 e 8). Depois estimamos 7; = —13.
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3) Trabalhar somente com combinagdes lineares estimaveis (dni-
cas) dos parametros.

Sugestdo: Como posto(X) = 2, vamos escolher somente duas
combinagdes lineares dos parametros que sejam Unicas, dentre
as trés combinac¢des que ja conhecemos:

Ty — Ty ﬂ+T1 e M+T2

Note que os valores dessas combina¢des de parametros nao se
alteram quando usamos qualquer uma das solugdes obtidas para
o modelo (12.4).

Nota: Aumentar o numero de repeticdes de cada tratamento nao
resolve o problema de estimacdo dos parametros do modelo (12.2).
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12.1.2 MODELO COM DOIS FATORES (two-way model)
Exemplo: Pesquisador deseja avaliar o efeito de duas diferentes vi-
taminas e de dois diferentes métodos de administrar essas vitami-

nas sobre o ganho de peso de frangos = temos um modelo com dois
fatores (two—-way model).

Seja a; o efeito da i-ésima vitamina e B; o efeito do j-ésimo méto-
do de administracao. Se o pesquisador assume que esses efeitos sdo
aditivos e com uma unica repeticao (sem perda de generalidade)
para cada combinagao vitamina-método, o modelo pode ser escrito:

Yiu=p+ay+p1+ &
Yiz=p+ay+ B+ &
Ya1 =R+ az+ 1+ &y
Yz = U+ az+ B+ &
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ou
yij=u+a;+Bj+¢;, parai=1,2ej=1,2 (12.5)

.- @ 0 erro alea-

onde y;; € o ganho de peso do (ij)-ésimo frango e g&;;

torio associado a y;;

Matricialmente temos:

y11 1 1 O 1 O 51 &11
Yiz|_11 1 0 0 1)|q €12
yal"[1 011 0 ﬁf T ey (12.6)
Y22 1 0 1 0 1 B, €22

Problema: A matriz X é 4X5, temos 5 parametros para estimar e
posto(X) = 3 = os Teoremas dos Capitulos 7 e 8 também nao
sdo aplicaveis.
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Ja sabemos que:

e Aumentar o nimero de repeticdes nao altera o posto(X).

e Seposto(X) =3 = somente 3 parametros sao unicos (ou estima-
veis).

e E dointeresse do pesquisador, se possivel, testar as hipéteses:
Hy:ay = a; e Ho: By = B>

SOLUCOES POSSIVEIS:

1) Reparametrizagdo: Consideremos os trés novos parametros ¥y,
Y2 € Y3, definidos como:

Yi=uta,+By, V2=a;—a; e y3=B,—pB

Note que y, e y3 sdo parametros de interesse do pesquisador.




0 novo modelo pode ser escrito em termos dos y’s como:
yu=@+a;+p)+&1=v1+&n
Yz=@+a +B)+Br—B)+E2=V1+V3+ &
ya1=@+ay+ )+ (a—a) + &1 =y1+V2+ &
Yoz = (L + ay + B) + (az—ay) + (B2—B1) + &5,
=V1tV2t+V3tép

Matricialmente, o novo modelo fica:

y=2Zy+¢
Y11 Y1t én 10 0], &11
Y12 _ Y1+ V3t & _ 1 0 1 V.| + €12
Y21 Y1tV tén 1 1 0 v €21
y22 yl + )/2 + ]/3 + 822 1 1 1 3 822
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(12.7)
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Como posto(Z) = 3 =y = (Z'Z)"1Z'y fornece as estimativas dos
novos pardmetros Y1 =pu+ a1+ 01, V2 =0, —a; e y3 =, —

B1-

Testar Hy: ¢y = a, e Hy: B1 = 2 no modelo (12.6)
é equivalente a

testar Hy: Y, = 0 e Hy: Y3 = 0, respectivamente, no modelo (12.7)
reparametrizado.

Na secdo 12.2.2 mostraremos que func¢oes lineares como

U+ a;+p1), (a;—ay) e (B —P1)

sdo Unicas e estimaveis, mesmo quando os parametros p, a4, @5, 1
e 5, nao sdo unicos, nem estimaveis (como neste exemplo!)
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2) Restrig¢des sobre os parametros
0 modelo (12.6) tem 5 parametros e posto(X) = 3
= A deficiéncia de rank da matrizXé5 —3 =2
= Devemos impor 2 (duas) condi¢des marginais [. i. para comple-

tar o posto da matriz X.

Antes de escolher e impor as condi¢des marginais vamos escrever
o sistema de equagdes normais X'XB = X'y:
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40+ 2(8y + @) + 2(B1 + B2) = Ve
21+ 2a, + (Bi+B2) =y
2/ +2a, + (B +5.) =y
20+ (@, + @) + 2B = Y1
20+ (&) + @) +2B, =y.

Sugestdo: Impor as restri¢des @, + @, = 0ef; +f, =0
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Resolvendo o S.E.N. sob essas condi¢des tem-se:
fi=(1/4)Yee = Yuu
a; = (1/2)y10 = A =Y1e = Yoo A2 = Yoo = Yoo
Pr=(1/2)Yu1 = A =Tu1 = Jue P2 =3 = Fun

Com as condi¢des marginais impostas aos parametros:

e {;'sef;'s passam a ser interpretados como desvios de médias,

ou como os efeitos de vitamina e dos métodos de administra-
cdo das vitaminas no peso dos frangos, respectivamente.

e Impondo & + &, =0e [; + 5, = 0 = os novos parametros
sdo unicos.
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Para entender o significado de um modelo aditivo com dois fatores,
vamos escrever a média da casela (i, ), E(y;;) = wj, como:

,uij = Izoo + (,aio - .aoo) + (,ao] - lzoo) + (,ul] - [lzi. - lzo] + .[Zoo)
= ,Ll* + a; + ﬁ; + (nul] - ﬁio - ﬁOj + .a")
e Paraque «; e f8; sejam considerados aditivos, precisamos admi-
tir que p;; — fli — foj + fee = 0.

e Este termo, y;; — flj, — faj + f.., € chamado interacdo entre os
niveis dos fatores vitamina e método de administracao.

e Modelos com interagao serao discutidos no Capitulo 14.
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12.2. ESTIMACAO

12.2.1 Estimabilidade de 8

Consideremos o modelo linear geral y = X + & em que E(y) =
XB, cov(y)=c?le X énxp,depostok <p <n.

Utilizando o Método dos Quadrados Minimos buscamos 8 que mi-
nimize:

ge=(y-XB)(y—XB)=yy-2BXy+BXXB (12.10)

Diferenciando (12.10) com respeito a B e igualando a 0 tem-se o
Sistema de Equa¢des Normais:

X'XB =Xy (12.11)
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Teorema 12.2A. Se X é nxp de posto k < p < n, o sistema X'Xf =
X'y é consistente. Uma solucdo do sistema é:

B=XX) X'y (12.13)

onde (X'X)~ é qualquer inversa generalizada de (X'X).

Note que:
EB) =XX)XE(Wy) =XX)XXB (12.14)
Ou seja:

e B em (12.13) é um estimador viesado de .
e B estima (X'X)”X'XB sem viés, ou seja, B estima sem viés ape-

nas algumas combinac¢des dos parametros em f (Quais?)

Problema: O produto (X'X)~X'Xp nio é invariante a escolhas de
diferentes inversas generalizadas (X'X)".
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Exemplo 12.2.1. Consideremos o modeloy;; = u + 7; + &;,i=1,2
ej=1,2,3,em (12.2). Amatriz X e o vetor # sao dados como:

1 1 0
L1 o u
X=101eﬂ=T1
T2
1 0 1
1 0 1.
Entao:
V117
6 3 3 111111§12 Veo
XX=([3 3 o0leXy=|1 1 1 0 0 0y13=y1.
3 0 3 0001113,21 V2e
22
LY 234

— \'2 3 — 3
onde Y., = i=12j=1)’ijeyl'-— j=1Yij-
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Pelo Teorema 2.2.C(i) e pelo Corolario 1 do Teorema 2.8B tem-se
que um estimador de f ¢ igual a:

0 O 0 1[Veo 0
p=XX)Xy=[0 1/3 0 [yl. =|¥1.
0 0 1/3 yZ. :)_/2.

_ 1
onde y;, = 3 Vie

Por outro lado:
_ 1 1
E(y.) =E (g 21 yij) =3 21 E(yij)
1 1
=§Z?=1E(l‘ +7+ gij) =§(3H +3t) =p+T
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De (12.14) temos que

0 O 0116 3 31[#
E(B)=X'X)"XXB=|0 1/3 0”3 3 0f|m
0 o 1/3/13 o 3llm
0 0 O]k 0
=[1 X OH
1 0 ) lp+r,

0
371.] estima sem viés as combinagdes dos parametros:
3_]20

—~

“B=

U+t e u+r1,
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12.2.2. Fungoes Estimaveis de 8

e Nao podemos estimar todos os parametros do vetor f# de um
modelo superparametrizado.

e Quais combinacdes lineares dos 's, A'B, poderao ser estimadas?

Definigdo: Uma funcio linear dos pardmetros, A'B, é dita ser esti-
mavel se existe uma combinacao linear das observacdes (a'y) que
tenha um valor esperado igual a 4'B. Isto é,

A'B é estiméavel se existe um vetor a tal que E(a’'y) = a’Xpg = 1'B.

= Encontrar este vetor a pode ser uma tarefa bem dificil...

= Dica: O vetor a deve indicar uma combinag¢do das linhas de X,
que reproduza a fungio linear 4'B.




30

Teorema 12.2B. No modelo y = XpB + & onde E(y) = XB, X é nxp
de posto k < p < n,afuncio linear A'B é dita estimavel se e somen-
te se qualquer uma das seguintes condigdes é satisfeita:

i) A' é uma combinacio linear das linhas de X, isto é, existe um ve-

tor a tal que:
aX=»2% (12.15)

Isto acontece se posto(X': 1) = posto(X") = posto(X).

ii) A’ ¢ uma combinacio linear das linhas (ou das colunas) de X'X,
isto é, existe um vetor r tal que:

FX'X=2 ou XXr=2 (12.16)
Isto acontece se posto(X'X : 1) = posto(X'X) = posto(X).

...continua
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iii) A (ou 1") é tal que
X'X(X'X)"A=4 ou A(X'X)"X'X=A (12.17)

onde (X'X)~ é uma inversa generalizada (simétrica) de X'X.
Exemplo 12.2.2(a). Serd que afungdo A’/ =[0, 1,-1]B =17, — 1, é
estimavel no modelo y;; = u + 7; + &; do Exemplo 12.2.1?

Como exercicio, vamos verificar a estimabilidade da funcdo t; — 7,
usando cada uma das condigdes impostas no Teorema 12.2B.

Problema: Encontrar uma combinacao das linhas de X que repro-
duzad =10, 1,—-1].
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ed =[0,1,-1]

COR R R

(LN NN
bT\H)—\OOOI

0

i) Note que 32 linha - 42 linha de X é igual a A’ = Considerando a’
= [0; Ol 11 _1; 0, 0] tem-se:

aX=1[0,0,1,-1,0,0] =[0,1,-1] =4’

PI—*HP—XOOOI

Conclusio: A fun¢io A'B =[0, 1, -1]B = 7, — 7, € estimavel.
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Existem outras escolhas para o vetor a que satisfazem a’X = 4’,
como por exemplo:

a=[1,0,0, 0, 0,-1oua’ =[2-1, 0, 0, 1,-2].

Para mostrar que 4’8 = [0, 1, -1]B é estimavel é mais facil ve-
rificar que:
posto(X': 1) = posto(X") = posto(X) =2

Outro problema: Encontrar uma combinac¢do das colunas de X'X
que reproduza A.

6 3 3 0
XX=13 3 0|led=|1
3 0 3 -1
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ii) (1/3)[22 coluna — 32 coluna de X'X] é igual a 4 = Escolhendo
r=10,1/3,-1/3] tem-se:

6 3 3 0 0
3 3 OH 1/3‘=[ 1
3 0 3/1l-1/3 -1

S A'B =1, — 1, é estimavel.

X'Xr= =A

Certamente, existem outros valores possiveis de r, tais como r
=[-1/3,2/3, 0], que servem para verificar X'Xr = A.

Alternativa mais simples: A'B = [0, 1, -1]B é estimavel porque
posto(X'X : ) = posto(X'X) = posto(X) =2
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iii) Utilizando a inversa generalizada (X'X)~ = diag[0, 1/3, 1/3],
obtida no Exemplo 12.2.1, temos:

6 3 310 O 0 0 1 1
x’x(x’x)—=[3 3 0‘ [0 1/3 0 =[0 1 0]
3 0 3llo o 1/3 0 0 1
01 111 0 0
=>x'X(X'x)/1=lo 1 0” 1]=[ 1|=2
0 0 1ll—1 -1

Concluimos de diversas formas que

PB=0,1,-11=1, -1
é uma funcdo estimavel no modelo 12.2.1.
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Defini¢do: Um conjunto de fungdes lineares e estimaveis {43, 15,
..., A, B} € dito linearmente independente (1. i.) se todos os vetores
A, A,, ..., A, forem linearmente independentes.

Teorema 12.2C. No modelo de posto incompleto y = Xf + &, o nu-
mero de fungdes estimaveis e l.i. de B é igual ao posto(X) = k.

(Prova: ver Graybill, 1976, pp. 485-486)

Importante:
e Toda linha de XB é uma funcéo estimavel = X ¢ estimavel.

e Toda linha de X'XpB é uma funcdo estimavel = X'Xf é estimavel.
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Teorema 12.2D. No modeloy = XB + € onde E(y) = XB e X énXp,
de posto k < p < n, qualquer fungio estimavel A’ pode ser obtida

como uma combinacdo linear das linhas (elementos) de Xf ou das
linhas de X'XB.

Exemplo 12.2.2(b). Consideremos o modelo (12.6) com dois fato-
res da Secao 12.1.2 com

11010 (fl puta+p
xg=|l 1 0 0 g | |#+a+p
1 01 1 0 B, u+a, +p;
1010 Upg| luta+p

e Todas as linhas de Xf sdo estimaveis, como por exemplo a 12 li-
nha: 41=[11010]p =u+a, +p;.
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e Combinagdes lineares das linhas de X8 também sdo estimaveis!

Exemplos:
22linha - 12 linha: 4,8 =, — B, é estimavel

32 linha - 12 linha: A8 = a, — a; é estimavel

Observe que:

e As funcoes lineares 418, 4,8 e A5 sdo estimaveis e os vetores

-1

1 0 0

1 0 -1

A, =|0lA,=]|0|ed;=| 1 | sdol.i.

1 0
0 1 0
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Note que essas fun¢des sdo idénticas as fungdes y;, ¥, € Y3 que fo-
ram usadas na Sec¢do 12.1.2 para reparametrizar o modelo de posto
incompleto para um modelo de posto completo.

Conclusdo: Fungdes dos parametros que sejam . i. e estimaveis po-
dem ser usadas em reparametrizagées.

Note que os coeficientes das funcdes estimaveis 1,8 =, — B, e
3B = a, — a; somam zero.

e Toda combinacgdo linear desse tipo, em que a soma dos seus coe-
ficientes é nula é chamada de contraste e todo contraste € esti-
mavel.
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12.3. ESTIMADORES

12.3.1 Estimadores de '

Teorema 12.3A. Seja A’ uma fungio estimavel de g no modelo y =
XpB + & onde E(y) =XB e X énxp,deposto k < p < n.Seja 8 qual-
quer solucio do sistema de equacdes X'X = X'y e seja r qualquer
solugdo para X'Xr = A. Entio os dois estimadores ' e r'’X'y tém
as seguintes propriedades:

i) E(AB)=E@'X'y) =B, ouseja, A’ é um estimador justo ou
nio viesado de A'.

ii) A'B =1r'X'y para qualquer B e qualquer .

iii) Os estimadores A’ e r'X'y sio invariantes para escolhas de 8
ouder.
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Exemplo 12.3.1. No Exemplo 12.2.2(a) mostramos que a fung¢do A’
= T, — T, € estimavel. Para estimar 7, — 7, com r'X'y, usamos r' =
[0 1/3 -1/3] do Exemplo 12.2.2(a) para obter:

V117
111111 i“
rX'y =[01/3-1/3]|11 1 1 0 0 0 y13
000 1 1 1 y21
22
LY 23
_yoo
=[0 1/3_1/3] Vie =3_/10_3_]20
[ V2e
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Para obter o mesmo resultado usando A'f, precisamos encontrar
uma solugdo do sistema X'Xg = X'y:

A

6 3 3|[H4 Yoo

[3 3 O] = 3’1.‘

3 0 311z, Y2e
Ou

64 + 37, + 37, = Y.

34 + 3%, = V1o

3 + 37, = Y.

Como a primeira equacao é redundante (é igual a soma da segun-
da e terceira equagdes), podemos tomar i como uma constante ar-
bitraria e dai obter:

A

T1=Vie— M ety =Y— 1
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Assim
R Q 0 1
B= [i&] =|Vi.| +a]|-1
7, V2e -1

Para estimar 7, — 7, = [0 1-1]B = A'B, podemos tomar ji = 0 em
P para obter:

0
B = )71.] = estimadorde A’B =1, — 7, é A'B = V,. — Vre
3_/20
Mesmo mantendo i arbitrario, obtemos o mesmo estimador:
R _a
A,B: [O 1 _1] Vie “H | = ()710 —ﬁ) - (}_/20 —ﬁ) :)710 _)72-
.}_120 - :a\
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PROBLEMA: Como 8 = (X'X) X'y nio é tinico no modelo de posto
incompleto y = XB + £ onde cov(y) = o?I, cov(B) também nio é
Unica.

Para uma particular inversa generalizada (simétrica) de (X'X) nés
podemos usar o Teorema 3.6(D)i para obter:
cov(B) = cov[(X'X) X'y ] =c?(X'’X)X'X(X'X)~ (12.18)

que nio é invariante para diferentes escolhas de (X'X)".

Mas var(A'B) = %A’ (X'X)~ 2 é invariante a diferentes escolhas de
(X'X)~ se A'B é uma funcio estimavel.
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Teorema 12.3B. Seja ' uma funcdo estimavel no modelo linear
y = XB + &£ onde X é nxp de posto k < p < necov(y) = o’ Seja
r qualquer solucdo para X'Xr = 1 e seja B qualquer solucio de
X'XB =X'y. Entéo, a variincia de 2’8 (ou de 'X'y) tem as seguintes
propriedades:

D var(r'X'y)=oc?*r'X'X)" r=02r'A
ii) var(A'B) = A'cov(B)A =022’ (X'X)” X'X(X'X)"2
A

= o221 (X’X)" A, porque A'B é estimavel.

iii) var(A'B) é nica, ou seja, é invariante para as escolhas de r ou
de X'X)".
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Teorema 12.3C. Se A;B8 e 4,8 sdo duas funcbes estimaveis no mo-
deloy = XB + £ onde X é nxp, de posto k < p < necov(y) =d?],
a covariancia entre seus estimadores é:

cov(41B, 2B ) =a*ry A, = 02 Ai1, = 022, (X'X)72,
onde X'Xr, = 4, eX'Xr, = 4,.
Teorema 12.3D. Se A'B é uma funcdo estimavel no modelo y =

Xp + £onde X é nxp, de posto k < p < n, entdo os estimadores '
e r'X'y sdo os melhores estimadores nio viesados (BLUE) de A'B.
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12.3.2. Um estimador da variincia (¢%)

Por analogia com (7.23) n6s definimos
SQResiduo = (y — XB)'(y — XB) (12.19)
onde B é qualquer solucio do sistema de equacdes normais X'Xg =
X'y.
Duas expressoes alternativas para SQRes sdo:
SQResiduo =y'y + B'X'y (12.20)
SQResiduo =y'[1 - X(X'X) X']y (12.21)
Para um estimador de 62, nés definimos:

5 _ SQResiduo
N n-k

S = QMResiduo (12.22)

onde n é o nimero de linhas de X e k = posto(X).
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Teorema 12.3E. Para s? definido em (12.22) para um modelo y =
XB + & de posto incompleto, com E(y) = XB e cov(y) = oI, temos
as seguintes propriedades:

i) E(s?) =0¢? (provar!)

i) s? é invariante para escolhas de B ou escolhas de inversas ge-
neralizadas (X'X)~
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12.3.3. Modelo Normal
Para o modelo de posto incompleto y = Xf + &, assumiremos que
y ~ N,,(XB,5°I) ou que € ~ N,,(0,52I). Com isso nés podemos ob-
ter estimadores de maxima verossimilhanca.

Teorema 12.3F.Sey ~ N,,(XB,5%I),onde Xé nxp,de postok < p <
n, entdo os estimadores de maxima verossimilhanca de 8 e 62 sdo
dados por:

B=XX Xy (12.23)
6% =—~(y — XB)'(y - XB) (12.24)

e 0 estimador de maxima verossimilhanca 8 em (12.23) é idéntico
ao estimador de minimos quadrados em (12.13).
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e O estimador 6% em (12.24) é viesado = Vamos substituir 62 pelo
estimador nio viesado, s?, dado em (12.22).

Teorema 12.3G. Se y ~ N,,(XB,52I), X é nXp, de posto k <p < n,
entdo os estimadores de maxima verossimilhanca f8 e s? (corrigi-
do para o viés) tém as seguintes propriedades:

i) B~N,[X'X)X'XB,02(X'X)"X'X(X'X)"]

i) (n-k)s*/a? ~ xt._i

iii) B e s? sio independentes.

Teorema 12.3H. Se y ~ N,,(Xf, 62I), onde X é nXxp, de posto k <
p <n, eseAB é uma funcio estimivel, entdo A'B tem varidncia
minima dentre todos os estimadores nio viesados de A'f.
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12.4. REPARAMETRIZAGAO
Na reparametrizacao, transformamos um modelo de posto incom-

pleto:
y=XB +¢&ondeXénxp,depostok <p<n

em um modelo de posto completo

y = Zy + & onde Z é nXk de posto k
em que
¥y = U, onde U é kXp de posto k

é um conjunto de k funcdes estimaveis e linearmente independen-
tes de B.

Problema: Se conhecemos a reparametriza¢dao y = U, mas preci-
samos encontrar a matriz Z do modelo reparametrizado y = Zy + «.
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Como Zy = Xf e y = UB podemos escrever:

Zy=ZUB =XpB =X=7ZU (12.30)
Pés-multiplicando ambos os lados de (12.30) por U’, tem-se:
XU’ = Zuu’

Como a matriz UU’ é ndo singular, pés multiplicando ambos os la-
dos por (UU")"! temos:
Xu'(uu)"t=zuu'(uu) =1
ou seja:
Z =XUu'(uu’)? (12.31)
que é uma matriz nXk de posto coluna completo, porque
posto(Z) = posto(ZU) = posto(X) = k
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= Conhecendo as matrizes X e U que definem os novos parametros
¥ = U obtemos a nova matriz Z utilizando (12.31).

Como o modelo y = Zy + € é de posto completo, o sistema de equa-
coes normais, Z'Zy = Z'y, tem solucio unica, dada por:

7=y

0 estimador nio viesado de o2 no modelo reparametrizado é dado

por:
SQResiduo

n—k

2

52 =—(y—29)'(y — Z7) = (12.32)
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Observe que:

e Desde que Zy = XB = Zy = XB = SQResiduo definida em
(12.19) e em (12.32) também sdo iguais, ou seja:

(y-XB)(y-XB)=(-Z9)'y—-Zp)  (12.33)

¢ O conjunto de novos parametros, y = UB, é somente um con-
junto de funcdes estimaveis e [. i.

e Podemos usar outros conjuntos de k fun¢des estimaveis e l.i. de
B em outras reparametrizacgoes e a igualdade (12.33) continua
valida.
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Exemplo 12.4. N6s ilustraremos uma reparametrizagdo para o mo-
deloy;; =u + 1, +¢&j,i=1,2ej=1, 2. Na sua forma matricial
este modelo pode ser escrito como y = Xf + &, em que:

V117 1 1 07 €117
V12 1 1 0 L E12
Yz _ |11 1 0 |+ €13
Y21 1 0 1), €21
Y22 1 0 1 2 €22
LY 23- 1 o0 1 L€23

Como posto(X) = 2, precisamos de duas fungbes estimaveis e li-
nearmente independentes para realizar a reparametrizacdo, como
Y1 =Uu+T€Y, = U+ T, Assim:

11 0
=U[>’:>U:[1 0 1

10 1

AT

Ty



56

Apesar de ser facil (neste caso!) obter a matriz Z do modelo repa-
rametrizado, vamos obté-la usando Z = XU'(UU’) 1.

w2 Y sy 2 )

B2 3- ()[ _i]

u'(uu)t= [1 0

2

1 1 0 L o

11 0 R

—_ ! 1—1_1101 _ _10
ZEXUQUUYT=1 1(3)[_i %]—0 .
1 0 1 0 1

1 0 1 0 1




de tal modo que:

Ly =

cCOoO R R R

-0
Obs: Verifique que ZU = X.

PI—*b—\P—*OOOI

V1
Y2

]_

V1
V1
Y2
Y2

—ﬂ+T1_

M+ Ty
H+ Ty
M+ T
H+ T

LU + T,

XB
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Exercicio: Escreva o modelo reparametrizado para os novos para-

metrosy; =2U+ 71, +1T,€ey, =71 — Ty

IMPORTANTE: Ver material adicional sobre reparametrizagcdao em
modelos de posto incompleto, disponivel no Moodle.
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12.5. CONDICOES MARGINAIS
Condicdes marginais fornecem restrigdes (lineares) que tornam

unicos e individualmente estimdveis os parametros de um modelo
linear.

Outro uso para as condi¢Oes marginais: impor restricdes sobre as
estimativas de 8 somente para simplificar a resolucao do sistema
de equacdes normais, X'Xp = X'y.

Situagdo: X é nXxp, de posto k < p < n = X'X representa um con-
junto de k func¢oes estimaveis de .

Ja sabemos: As condi¢des marginais devem ser fun¢des nao estima-
veis de .
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Justificativa: Se uma condicdo marginal for uma funcao estimavel
de B, ela pode ser expressa como uma combina¢do linear das li-
nhas de X'XB e nio contribuird para anular a deficiéncia de posto
de X, nem para obter um vetor solugio 8 do sistema X'Xg = X'y.

Se a deficiéncia no posto de X é (p — k), devemos impor (p — k)
condi¢cdes marginais que completem a deficiéncia de posto de X.

Definiremos as condi¢des marginais como:

TP = 0 (nos parametros do modelo)
ou

TS = 0 (nas estimativas 8, que sdo solucdes do S.E.N.)

onde T é uma matriz (p- k) Xp de posto p-k, tal que T8 é um con-
junto de fung¢des nao estimaveis e L. i. dos parametros em .
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Teorema 12.5A. Se y = X + &, onde X é nXp, de posto k <p <n
e se T é uma matriz (p- k)Xp, de posto p—k, tal que T é um con-
junto de fun¢bes ndo estimaveis de f8, entdo existe um vetor unico
B que satisfaz, simultaneamente, X'X = X'y e T8 = 0.

Prova: O modelo y = Xf8 + € e o conjunto de condi¢gdes marginais
0 =T + 0 podem ser combinados como:

[2)’] =[¥ﬁ] + [3] = [)T(]ﬂ + [f,] (12.35)

Como as linhas de T sao l.i. e ndao sao combinac¢des das linhas de X,

a matriz [ﬂ é (n+p-k)Xp e tem posto p. O novo sistema de equa-

2 (F2=[ 7] (12:36)

¢des normais fica:
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Ou
X'X+TT)E=Xy+T0=X'y

e tem solucdo Unica:

B=XX+TT) X'y (12.37)
Note que [X' T'] [ﬂ = X'X + T'T é uma matriz quadrada pXxp e de

posto completo.

Asolucdo B em (12.37) também satisfaz o sistema de equacdes nor-
mais (X'X)B = X'y, desde que, por (12.36):

X'X+TTE=Xy+T0=XXB+TTB=Xy (12.38)
Como assumimos T = 0 = (12.38) reduz-se a X'Xf = X'y.
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Exemplo 12.5. Consideremos o modelo y;; = u+ 1, + ¢;,i=1,2,j

=1, 2, como no Exemplo 12.4. No Problema 12.5(b) pode ser mos-
trado que 7, + 7, € uma funcao nao é estimavel.

Impondo a condi¢do marginal T8 =[0 1 1] =1, +7, = 0, em
que T =[0 1 1], temos:

4 2 2 0 4 2 2
XX+TT=(2 2 o|+]|1[{[011]=|2 3 1
2 0 2 1 2 1 3

Entao

-1 o0 2

Como X'y =[y.. V1. ¥2.] € utilizando (12.37), obtemos:

2 -1 -1
XX+TT1==[-1 2 0
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~ 2 -1 -1
B =XX+TT)X'y= 2 -1 2 0 [)’1-
—1 0 2112
1 2)’--_3’1-_)’2- B :)_7“_
=21 ey =V Ve (12.39)
2y2- — Yoo [V 2e = Voo

Porque: 4T + Y2e = Yoo yio = yio/z € 3_}“ = y“/4"

Para mostrar que B em (12.39) também é solugio do sistema de
equacdes normais (X'X)B = X'y, basta verificar que:

4 2 2 Voo Voo
2 2 0 _}710 - }_1.0 = yl'
2 0 2 :)—]20 - 3_/.. y20
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Exercicio: Considere omodeloy;; = u+ 71, +¢;,i=1,2,j=1,2,3,
como no Exemplo 12.4 e os dados:

Aditivo 1 Aditivo 2

14 18
16 19
15 17

Obtenha estimativas de # impondo as seguintes condi¢cdes margi-
nais:

a)t; =0 (Condicdo imposta pelo R)
b)yt, =0 (Condicao imposta pelo SAS)
¢) 1, + 7, = 0 (Condicao + comum da Estatistica Experimental)
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12.6. TESTANDO HIPOTESES

12.6.1. Hip6teses testaveis

Defini¢do: A hipotese Hy: f; = B, = ... = B, € testavel se existe um
conjunto de fungdes estimaveis linearmente independentes {4;f,
2B, -+, A;_1 B} tal que H,, é verdadeira se e somente se

AB=MB=..=2_f=0

Ou

Hy: By = B, = ... = B4 é testavel se encontrarmos um conjunto de
fungbes estimaveis e L.i. {418, 43P, ..., A;_1 B} que quando iguala-
das a zero, reproduzem a hipdtese H,.
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Exemplo: Para testar Hy: 8, = 8, = B3 = [, precisamos encontrar
um conjunto de 4 — 1 = 3 fung¢des estimaveis e L.i. tais que 418 =
5B = A;B = 0 reproduzam H,,.

Sugestdo: Usar contrastes (fungdes estimaveis e L.i.) do tipo:
B =3B- (B2 + B3+ Ba)
B =2B; - (Bs + Ba)
sB = B3z — Pa
Igualando A58 = 2,8 = A1 B = 0 reproduzimos H,, (verifique!)

Caso geral: Para testar Hy: §; = 8, = --- = , vamos usar g-1 con-
trastes que formam um conjunto de fun¢des estimaveis e [.i., tais
que:
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_ﬁl_
A B g—1 -1 -1 - -1 —-17| B2 0
B_| 0 q-2 -1 — -1 —=1f| B [_|o
Ag—1B 0 0 0 - 1 —1llBe-1| lo
| B, |

se e somente se f; = B, = --- = f,.

Para ilustrar hipoteses testaveis, seja o modelo aditivo com dois
fatores

yij=u+a;+pj+ejparai=1,23ej=12,3

e a hipdtese de interesse H,: @; = @, = a3.]Ja sabemos que todas as
linhas de X sdo estimaveis:



Linha Funcao estimavel
1 L+ a+ By
p+a;+ By
U+ as+ By
p+a+pB;
p+a;, + B,
p+as+p;
U+ a+ B
p+a, + B
p+as+ B

e Combinagdes lineares dessas linhas também sdo estimaveis:
(1) Linhal-Linha2=0a; —a,
(2) Linha 1 + Linha 2 - 2*Linha3 = a; + a, — 2a5

OO UTLH W
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Igualando as duas fungdes estimaveis e [.i. a zero temos:
(1)a1_a2=0$ a; = Qay
(2)a1+a2_2a3 =0$a2+a2_2a3=0:2a2=2a3

= a, = a3 = a; = a, = az e reproduzimos H,

- Hy:ay = a, = a3 é uma hipoétese testavel e testar essa hipo-
tese é equivalente a testar:

A8 )=l (240

Duvida: Como testar Hy: a; = a, = a3?
Usar a abordagem do Modelo completo versus Modelo reduzido?

Usar a abordagem da hipotese linear geral?
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12.6.2. Modelo Completo e Modelo Reduzido
Problema: Testar a hipotese Hy:B; = f, = -+ = B, no modelo de

posto incompleto y = Xf + €, onde X é nXp,de postok <p <ne
B épx1.

Argumento: Se H,, é testavel n6s podemos encontrar um conjunto
de t fungdes estimaveis e l.i. {418, 4,8, ..., 1.} tais que Hy: B, =
p, = -+ = B, seja equivalente a:

AB) [0

LB(_ |0

8110

Hy:y, =
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Também é possivel encontrar outro conjunto de (k — t) funcdes:

At1B
_ |At+2B
B
de tal forma que todas as k funcdes:

MB B, AB AriiB, - LB

sejam estimaveis e l.i., onde k = posto(X).

Y2

Sejay = [;ﬂ entdo podemos reparametrizar o modelo de posto

incompleto y = X + &, obtendo o modelo de posto completo:

y=2y+e=2,y,+Z1,y, +¢
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em que Z = [Z, Z,] é particionada conforme o nimero de elemen-
tosem y; e y;.

Na abordagem modelo completo versus modelo reduzido, usamos
y=2,y,+Z,y, + € como o modelo completo.

Para testar Hy: y; = 0 usamos o modelo reduzido y = Z,y; + €

Pelo Teorema 7.10A, a estimativa de y5 no modelo reduzido é a
mesma estimativa de ¥, no modelo completo desde que as colunas
de Z, sejam ortogonais as colunas de Z,, isto é, se Z;,Z, = 0.

Como para modelos balanceados esta ortogonalidade geralmente
se verifica, usaremos y, e ¥,, ao invés de y; e 5.
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e Desde que y = Zy + € é um modelo de posto completo, a hipéte-
se Hy: Y, = 0 pode ser testada como na Secdo 8.2 (Regressao li-
near multipla)

e O numero de graus de liberdade (t) associado a SQ(y,|y,) €
igual ao namero de fungdes estimaveis e [.i. necessarias para ex-
pressar a hipotese H,,.

Tabela 12.2 Analise de variancia para testar Hy: ¥; = 0 no modelo
reparametrizado balanceado

F. Variacao g.l. Somas de quadrados
Devidaayi|y, ¢t SQ1lv2) =¥'Z'y —v2L3y
Residuo n-k SQResiduo=y'y —y'Z'y

Total n-1 SQT =y'y — ny?
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¢ Os resultados apresentados na Tabela 12.2 sdo analogos aos da
Tabela 8.3 (modelo de regressao linear multipla)

A soma de quadrados y'Z’y é obtida no modelo completo y =
Zy + € e a soma de quadrados y,Z;y, no modelo reduzido y =
Z,y,+&", que assume que a hipotese Hy: y; = 0 é verdadeira.

Este procedimento envolvendo a reparametrizagao é interessante,
mas na pratica a obtencao da matriz Z pode consumir muito tem-
po! Veremos que este passo pode ser evitado.

Perceba que de (12.20) e (12.33), nds temos:

yy-BXy=yy—-9Zy
de onde obtemos:
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B'Xy=917y (12.41)

onde f8 representa qualquer solucio do sistema de equagdes nor-
mais (X'X)B = X'y.

De modo similar, correspondente ao modelo reduzido y = Z,y5 +

£*, temos o modelo reduzido y = X, 85 + £, obtido quando assu-

mimos que f; = f, = -+ = f,.

Entao,

B: X,y =937,y (12.42)

onde B é qualquer solucio do sistema (X} X,) 5 = X,y.

Note que: Para encontrar § e 85 em modelos balanceados também
podemos usar condi¢oes marginais (ou restrigdes nos parametros).
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Teorema 12.6A. Considere o modelo particionado y =X + € =
X,B:+X,B8, + & ondeXénxp,depostok <p<n.SeX,’X; =0
(Se¢do 12.7.3), a estimativa de 5 no modelo reduzido y =X, 85 +
£" é amesma estimativa de 8, no modelo completo y =X + €.

Obs. Como no modelo balanceado de posto incompleto, a ortogona-
lidade de X; e X, geralmente se verifica = usaremos f, e f8,, ao in-
vés de B e B5.

Na Tabela 12.3, B'X'y e B,X,y sdo as SQ’s obtidas nos modelos
completo (y = X + €) e reduzido (y = X,f, + €) pela hipotese

Hy:py =B = = .Bq'

O ndmero de graus de liberdade, t, para SQ(B,|B,) é o mesmo de
SQ(y,|y,) da Tabela 12.2.
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Tabela 12.3 Analise de variancia para testar Hy: f; = f, = -+ = f3,
no modelo balanceado de posto incompleto.

F. Variacao gl Somas de quadrados
Devida a B,] B t SQ(Bi1lB2) = B'X'y — B3X5y
Residuo n-k SQResiduo =y'y — B'X'y
Total n-1 SQT =y'y — ny?

Neste exemplo, t corresponde ao nimero de fung¢des estimaveis e
linearmente independentes usadas para expressar H,,.

Para testar Hy:f; = ff, = -+ = B, sdo necessarias t = q — 1 fun-
coes estimaveis e L. 1.
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12.6.3 Hipétese Linear Geral Hy: C = 0

Teorema 12.6B. Se y ~ N,,(XB, o2I), onde X é nxp, de posto k <
p < n, se CémXp de posto m < k tal que CB é um conjunto de m

funcdes estimaveis e l.i. e se B = (X'X) X'y, entio:
i) C(X'X)~C' é ndo singular e invariante a escolhas de (X'X)~
ii) CB ~ N,,,(CB, a2C(X'X)~C")
iit) SQHip/a? = (CB)’ [C(X'X)"C']7* (CB) /o2 ~ x*(m, 1),
Onde 1 = (CB) [C(X'X)~C]"* CB)/20>
iv) SQResiduo/c?* = y'[1 - X(X'X) X']y/a? ~ y*(n — k).
v) SQHip e SQResiduo sao independentes.
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Teorema 12.6C Seja y ~ N,,(XB,6°I), onde X é nXxp, de posto k <

p <n, e sejam C, CB e B como definidos no Teorema 12.6B. Entio
se Hy: CB = 0 é verdadeira, a estatistica

___souip/m____(cB) [e(x'X) '] (cBy/m
N SQResiduo/(n—k) - SQResiduo/(n—k)

Em que SQHip = (Cf})’ [C(X'X)~C']"*(CP) e F é distribuida como
F(m,n-k).

(12.46)

12.7. UMA ILUSTRAGAO DE ESTIMACAO E TESTE DE HIPOTESE

Suponha o modelo aditivo (sem interacdao) com dois fatores:

yij=u+a;+p+ej,parai=1,2,3ej=1,2
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As seis observacdes podem ser escritas na forma y = X8 + &€ como

V12
V21
Y22
V31

A matriz X’X é dada por: X'X =

V117

LIV NN

LY32-

1

1

S O O O

0

SO LR Rk O

0

_ -0 OO

WN NN O

-3

1

O = O O

_ O ONDN

0_-

RO R O R

R P ONODN

X'X é 6X6 e posto(X'X) =posto(X) =4.

SO WKk PR PFk W

(12.47)
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12.7.1 Fungoes Estimaveis

A hipdtese Hy: a; = a, = a3 é equivalente a

Hoy:ay —a; = @y — az = 0 ou Hyg: [a :Zﬂ [O]

Assim H,,; é testavel porque a; — a, e @; — a3 sdo func¢des estima-
veis (contrastes) l.i. e quando igualadas a zero, reproduzem a hip6-
tese Hy;:ay = a, = as.

12.7.2 Testando uma hipdtese

Como sdo necessarias duas fungdes estimaveis e [.i. dos a's para
expressar Hy i = a, = a3,a SQH,; tem dois graus de liberdade.

De modo similar, Hy,: ; = [, também ¢é testavel e SQH,, tem um
grau de liberdade.
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O sistema de equacdes normais (X'X)B = X'y é dado por:

6 2 2 2 3 3[A] e
2 2 0 0 1 1f[%] |V
2.0 2 0 1 1f(%|_[rs
2.0 0 2 1 1f|%]| |7 (12.48)
3 1 1 1 3 0f|p] [¥a
3 1 1 1 0 3lg] W

Impondo duas condi¢des marginais &, + @, + @; =0efB; + 5, =0,
nos obtemos as seguintes solugoes:

A

A= Yo @ = Vie = Yoo Bi = Vej = Voo (12.49)

Ve
onde Y., = X ¥ij/6, Vie = XjVij/2 €¥e; = X;yij/3,parai =1,2,3
ej=1,2.
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Importante:
e Se impusermos as condi¢des sobre os parametros e sobre as es-

timativas as equacdes (12.49) fornecem estimativas dnicas de
parametros com significado tnico.

Por exemplo: a; passa a ser a; = [i;, — .. (desvio esperado da
média devido ao tratamento 1) e y;, — J.. € uma boa estimativa
de a;.

e Se as condi¢oes forem usadas somente para obter estimativas e
ndo forem impostas sobre os parametros, entao a; ndo é Unico e
Vie — Yee NA0 estima um parametro.

Neste caso &; = y;, — V.. Somente pode ser usado com outros

elementos em B para obter estimativas A’ de funcoes estima-
veis A'B.
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Para testar Hy: @; = @, = a3 precisamos calcular a SQ do modelo
completo:

SQ(.“: ay, 0z, A3, :811 :82) = SQ(.“: a, .B) = B,X,y
Voo 1
Vie

A P A A A A y o
SQ(u,a,p) = [li a, @, az Py ﬁz] y;

Vo1
(Vo5

2 2 g2 ¥Z y2
SQUuaf) = 2 +( ?zly?—y?)+( i —y?) (12.50)
SQRes =y'y — B'X'y
- 2 Ya 3 Yh YA . Y& v
_(Zijyif_s)_( i=17_6)_<j=1?]_6)
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Para obter a SQ do modelo reduzido, 8,X5y, da Tabela 12.3, nés
usamos o modelo:

yij=W+a)+Bi+e; = u+p+e;

em que a@; = a, = a3 = @ e a constante (¢ + ) é substituida por u
(sem perda de generalidade).

O sistema de equag¢des normais fica:

A

R 6 3 31[4] -
XoXoB, = X5y |3 3 0B =|Ya (12.51)
3 0 3l(p,| e

Usando a condicdo B, + 8, = 0, a solugio (Ginica) para o sistema é
obtida como:

A

A= V. Bi = Vej — Voo (12.52)
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Observe que essa solucdo é a mesma obtida no modelo completo
em (12.49).

A soma de quadrados do modelo reduzido é calculada por

DI v/ yczo y% g.
SQwB) =BXoy ="+ ( . 2= y?) (12.53)

A soma de quadrados associada a hipotese Hyq: a; = a, = a3 é de-
finida como:

D D z 020
SQ(aln, B) = B'X'y — ByXpy =YL, 7~ > (1254)

Esses resultados estao resumidos na Tabela 12.4, observando que
nao foi incluida a soma de quadrados SQ(f|u, @).
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Tabela 12.4 Andlise de variancia para testar Hy;: a; = @, = a3

Fonte de Variacao gl Somas de quadrados
2 2
Devidaa a ajust. u, f 2 SQ(alw ) =Y3_, 3’21- — y6“
Residuo 2 SQRes = ¥,y — B'X'y
2
— 2 _ Yoo
Total 5 SQT =%y — .

Note que SQ(a|u, B) é a mesma féormula algébrica usada na Esta-
tistica Experimental para calcular SQ ().
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12.7.3 Ortogonalidade das Colunas de X

e Asestimativas de y, 5; e f, dadas em (12.52) no modelo reduzi-
do sao as mesmas de y, B; e f, em (12.49) no modelo completo.

e A soma de quadrados B,'X,'y em (12.53) é claramente uma
parte de 8'X'y em (12.50). De fato,

SQ(alu, B) = SQ(a)
SQua, B) = SQ(W) + 5Q(a) + SQ(B)
Esses resultados simplificados sao devidos a ortogonalidade dos

blocos de colunas na matriz X em (12.47), como comentado no Teo-
rema 12.6A.
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As colunas de X em (12.47) ndo sdo ortogonais a todas as outras
colunas, mas nés podemos identificar trés grupos de colunas orto-

gonais se cada coluna depois da primeira for centrada na média da
coluna.

xn - fl x12 - .fz xlk - ‘fk
1 X21 - xl xZZ - xz xzk - xk
Xe=(1-2))x, =" ,
n
Xn1 — X1 Xpz =Xz o Xpg — Xg

onde X; é a matriz formada pelas colunas de X, com excecao da
primeira.

No exemplo em questdo (modelo aditivo com dois fatores) temos



Matriz centrada:

[] Xc] = [] X, Xﬁ] =

T 1
o N = G e

I 1
O S S S S G

SO OO R
SO R Pk OO
= =0 OO0

2/3 —1/3
2/3 —1/3
1 —1/3  2/3
: —1/3  2/3
: —1/3 —1/3
: —1/3 —1/3

S RPr O RFRr OR

~1/3
~1/3
~1/3
~1/3
2/3 :
2/3 :

FI—\OP—\OF—\OI

1/2
~1/2
1/2
~1/2
1/2
~1/2

90

—1/27
1/2
~1/2
1/2
~1/2
1/2]

(12.55)
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Os trés grupos de colunas [j X, Xﬁ] em (12.55) sao ortogonais. Por
exemplo: cada uma das colunas 2, 3 e 4 é ortogonal a cada uma das
colunas 5 e 6, mas as colunas 2, 3 e 4 ndo sao ortogonais entre si.
Vale lembrar que posto(X) = 4 e que os estimadores dos parame-
a
tros 8, no modelo centrado y =[j X,] [31] + £ sdo 0s mesmos es-

timadores de f#; do modelo nao centrado, y = Xf + €.
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[lustraremos o uso de condi¢des marginais para obter uma ortogo-
nalizacdo que é de posto completo. Para tanto, considere o modelo
com dois fatores e com interagao:

Vijk =u+a;+ B +vyi; + €k (12.56)

parai=1,2,j=1,2e k =1, 2 (duas repeti¢cdes). Matricialmente o
modelo fica:

V1127 1 1 0 1 0 1 0 O O cl:l €111
Y112 1 101 0 1 0 0 O a, €112
Y121 1 1.0 01 01 0 O B, €121
V122 1 10 01 0 1 0 O €122
Yai| |1 0 1 1 0 0 0 1 0 y’izl ey | (1257
Y212 1 0110 0 O 1 O €212
y221101010001’;i €221
Y224 11 01 0 1 0 0 O 1 V] LE222
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Condi¢bes marginais uteis ficam evidentes no sistema de equagdes
normais (12.58):

8+ 4(a, +a,) + 4(31 + :éz) + 2(P11 + V12 + V21 + 722) = Yeeo

40+ 4@+ 2(BL + Bo) 4+ 2Py + P12) = Viee i=1,2
A0+ 2(@ + @) + 4B + 2(P1j + P2)) = Veje j=1,2
2ﬁ+2&i+2ﬁj+2)7ij=yij. i=1;2;j=1:2

A solucao das equagdes em (12.58) sera simplificada impondo as
seis condi¢des marginais:

&1"‘&2:0, Bl+BZZOJ
Vi1 +¥i2=0 parai=1,2 (12.59)
V1j +72; =0 paraj=1,2
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e Amatriz X é 8X9 e posto(X) = 4, porque as cinco primeiras colu-
nas podem ser expressas como combinacgdes lineares das quatro
ultimas colunas, que sao L. 1.

e Assim, X'X é 9%x9 e tem uma deficiéncia de posto 9 - 4 = 5. En-
tretanto, existem seis condigdes marginais em (12.59).

e Esta discrepancia é resolvida notando-se que entre as quatro ul-
timas equagdes em (12.59) existem somente trés restrigoes L. 1.
(uma das quatro equagoes é redundante).

Podemos obter uma ortogonalizacdo de posto completo impondo
as condi¢des marginais apresentadas em (12.59) sobre os parame-
tros do modelo e usando essas relacdes para expressar os parame-
tros redundantes em termos dos quatro parametros y, @4, 1€ Y11,
pois:
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a, = —ay, P, =—P,
(12.60)
Y12 = Vi1, V21 = VY11 € V22 = V11

Usando (12.60), nés podemos expressar as oito observagoes y; i
em (12.56) em termos de p, a4, 1€ ¥11-

Para k = {1, 2} tem-se:
Yiik = Ut oy + B +yin + &k
Yizk = bt o+ Byt =ptas—f1— v+ &
Yo = bt s+ Bi+yvateau=p—ar+ b — Vi + &
Yook = Ut oy + B+ Vo e =p—a; —B1 + Vi1 + &1k
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A “nova” matriz X fica:

O S Y W
|
—_
=
|
—_

Que é uma matriz de posto completo com colunas ortogonais = os
métodos apresentados nos Capitulos 7 e 8 podem ser usados na es-
timacdo dos parametros e em testes de hipoteses.

Exercicios: ver pag. 336-338 do livro do Rencher.



