’Lista de Exercicios de SMA0301-Célculo I - Médulo 3‘

Derivada como taxa de variagao: Velocidade e aceleragao; reta tangente

Exercicio 1 A posicao de um corpo que se desloca ao longo do eiwxo s no instante t é
dada por uma equagdo s = f(t), sendo s dado em metros e t em segundos.

(a) Determine o deslocamento do corpo e a velocidade média para o intervalo
dado.

(b) Determine o mddulo de velocidade e a aceleragdo do corpo nas extremidades
do wntervalo.

(c) Quando, se de fato acontece, o corpo muda de dire¢do durante o intervalo?

1. s=t*—3t+2, 0<t<2

2. s =6t —t? 0<t<e6

3. s = —t3 + 3t? — 3t, 0<t<3
t4

4.s=z—t3+t2, 0<t<3

Exercicio 2 Movimento de uma particula. No instante t, a posicao de um corpo que
se desloca ao longo do eizo s é s = t3 — 6t + 9t.

(a) Determine a aceleragdo do corpo cada vez que a velocidade for nula.

(b) Determine o mddulo da velocidade do corpo cada vez que a aceleragdo for
nula.

(c) Determine a distdncia total percorrida pelo corpo det =0 at=2.

Exercicio 3 Queda livre em Marte e Jiupiter. As equagdes para queda livre nas super-
ficies de Marte e Jupiter (sendo s dado em metros e t em seqgundos) sdo s = 1,86t> em
Marte e s = 11,44t em Jupiter. Quanto tempo wma pedra leva, a partir do repouso,
para atingir a veloctdade de 27,8m/s (cerca de 100km/h) em cada planeta?

Exercicio 4 Um objeto € langado verticalmente do chdo para cima com velocidade ini-
cial de 112m/s e a altura atingida no instante t sequndos é f(t) = 112t — 16t? metros.
Pergunta-se:

a) Quais as veloctdades do objeto mos instantes t =2, t =3 e t =4 sequndos?

b) Em gque instante o objeto alcan¢a a altura mdzima?

c) Em gque instante o objeto atinge o chdo?

d) Com que velocidade o objeto atinge o chdo?



Exercicio 5 Um carro estd a 16t>2 —24t 416 quilémetros a leste de um referencial fizo
no wnstante t horas. Pergunta-se:

a) Qual a velocidade do carro no instante t = 1/4 horas e qual € o sentido em que ele
se move?

b) Onde estd o carro quando sua velocidade € zero?

Exercicio 6 (a) Uma particula comega se movendo para a direita ao longo de uma reta
horizontal, o grdfico de sua func¢cao posi¢ao estd mostrado. Quando a particula estd se
movendo para a direita? E para a esquerda? Quando estd parada?

(b) Trace um grdfico da fungdo velocidade.

s (metros)
4

0 2 4 6 t (segundos)

Exercicio 7 Ao meio-dia, o navio A estd a 150 km a oeste do navio B. O navio A estd
navegando para o leste a 35 km/h e o navio B estd navegando para norte a 25 km/h.
Quao rdapido a disténcia entre os mavios estd variando as 16h?

Diferenciabilidade (Nota: diferenciavel é sinénimo de derivavel.)

X, x <1
Exercicio 8 Considere f: R — R definida por f(x) = { x?, 1<x<9.
27 /%y x> 9

a) Determine os pontos x € R onde f é diferenciduvel.
b) Onde existe f', isto €, a funcdo inversa de f?
c) Determine os pontos onde f~' € diferencidvel e calcule (f')' nesses pontos.

Exercicio 9 Verifique se a fungao abairzo € diferencidvel no ponto x = 2.

f(x) =

x?  , sex<2
x+2 ,sex>2

Exercicio 10



(a) Calcule f'(2) usando o limite. Por que f'(2) ndo é zero ? (Ou seja, ndo podemos
usar em x =2, a regra de derivagdo de uma constante.) Ilustre 1sso no grdfico de f.

(b) Qual o limite para verificar continuidade em x =22 f é continua para x = 2.

(c) Compare as expressées dos limites dos itens (a) e (b) e conclua: dada uma
funcao qualquer g, temos 2 limites essenciais, o limite que verifica a continuidade de g
em x =p e o limite que calcula a derivada de g em x =p. Escreva-os.

(d) Escreva também os limites que encontram possiveis assintotas verticats e hori-
zontais.

(e) Refaga os itens (a) e (b) constderando a nova fungdo abaizo e percebendo o que
muda nas respostas.

Exercicio 11

x+1 ,sex<?2
f(x)—{ 1 ,sex>2

(a) f € continua em 22 Por qué?

(b) f é derivdvel em 2?2 Por qué?

(c) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

(d) Qual o dominio da fungdo deriwada f'(x)?

Exercicio 12

f(x) = —-x+4 ,sex<4
B x—4 ,sex>4

(a) f € continua em 4?2 Por qué?

(b) f € derivdvel em 4? Por qué?

(c) Ilustre estes fatos no grdfico de f.

(d) Qual o dominio da fungdo deriwada f'(x)?

Exercicio 13

(a) f é continua em 0? Por qué?

(b) f € derivdvel em 0? Por qué?

(¢) E nos outros pontos, f é continua e deriwdvel? Justifique.
(d) Ilustre estes fatos mo grdfico de f.

(e) Qual o dominio da fungdo derivada f'(x)?



Exercicio 14 (a) Mostre que se f € diferencidvel em p entdo f € continua em p.
(b) Vale a volta (ou seja, reciproca) deste Teorema? (Isto €, se f é continua entdo f é
diferencidvel?) Ou serd que existe fungdo continua mas nao diferencidvel? Dé exemplo.

Exercicio 15 Verifique se as funcdes

x? , sex <0
(a)f(x)—{x , sex >0
(b) Fx) — x|, sex<0

] 0 ,sex>0

sdo diferencidveis em x = 0.

Exercicio 16 Seja f(x) = [x|.

(a) f € continua em 0?2 Por qué?

(b) f é derivdvel em 0? Por qué?

(c¢) E nos outros pontos, f € continua e deriwdvel? Justifique.
(d) Ilustre estes fatos mo grdfico de f.

Exercicio 17 Seja f(x) = x'/3.
(a) f € continua em 0?

(b) Calcule f’(z).

(c) Eziste f’(0)? Por qué?

Exercicio 18 A funcado

1 ,sex>0
f(x)_{ -1 ,sex<0

possui derivada em x = 09 Justifique. Faca o grdfico e explique.

x?sen(l) |, sex #0

X

Exercicio 19 Considere a fungdo f(x) = 0 0
, sex =

(a) Encontre f'(x),

para todo x € R. Pergunta-se: f' é continua em R? Qual o dominio de f'?
(b) Refaca o item (a) para a fungdo abaizo e responda o que mudou.

fx) _{ x*sen(l) , sex#0 .

2 , sex =0
Exercicio 20 Monte o limite das deriwadas das fungdes abaizo e resolva-os:

(a)f =k, (b)f(x) = x", (e)f(x) = x"/", (d)f(x) = sen(x),
e (g)f(x) = In(x) (R)f(x) = a*



OBS: Apés montar os limites das derivadas, observe que a maioria deles foram resol-
vidos na Lista 1.

(1)Note que as regras (b) e (c) se resumem a uma regra bem conhecida. Qual? (Essa
regra também vale para expoente real r fizo, ou seja, para f(x) =x" temos f'(x) = rx"".
A prova disto, veremos depois.)

(7) Por que a regra de deriwagdo de f(x) = X", ou seja, f'(x) = rx"~' ndo se aplica a
fungdo f(x) = a*? Dica: compare os limites de (b) e (h).

Exercicio 21 Determine se existe ou nao f'(0).

flx) = {xsin(]/x),x #£0
0,x =0.

Exercicio 22 As derivadas a esquerda e a direita de F em a sdo definidas por

respectivamente, se esses limites existirem. Entdo, f'(a) existe se, e somente se, essas
derivadas unilaterais existirem e forem iguazis.
! / ~
(a) Encontre f' (4) e f'.(4) para a fungdo

0,x <0
1
S_X,x24.

(b) Esboce o grdfico de f.
(c) Onde f € descontinua?
(d) Onde f ndo € diferencidvel?

Exercicio 23 Onde a fungdo h(x) = |x — 1|+ [x + 2| € derwdvel? Dé uma férmula para
h’ e esboce os grdficos de h e h’.

Regras de Derivacao
Exercicio 24 Calcule a derwada das sequintes funcgoes :

a) f(t) = 37, b)g(x) =17x — 65 c) H{u) = 5;\71—; i::

e)f(t) =t"2+k flg(uw) =u?+m g)f(t) = 2sen(t) + %ln(a) h)—=se y=t— 2¥

i) f(x) =x>+F(x) j)h(u) =2F(u) —3e* k)f(x) = —3cos(x) + 20x>/?



(1) Agora calcule as deriwadas segundas das fungdes dos itens acima.

(m) No item (i) se soubermos que F'(2) =5 (dados de laboratério, por ezemplo), quanto
vale f'(2).

(n) Derwe f(x) = g(x) + sen(x) + u.

. 6
Exercicio 25 (a) Encontre a deriwada de f(u) = 2 usando a "regra do tombo".

. 6 .
(b) Encontre a derivada de f(u) = 2 usando a regra do quoctente.

(¢) O que vocé conclui a partir dos itens acima?

(d) Calcule as derwadas de f(x) = 3* e g(x) =x3. O que vocé conclui? Usam a mesma
regra de deriwagcdo?

Exercicio 26 (a) Usando o limite da veloctdade média de fg, explique porqué d%fg(x) #+
f'(x)g’(x).

(b) Use a regra do produto para derivada para descobrir a regra do quociente. Ou
seja, se F =1f/g, escreva Fg = f e descubra F'.

(c) Sabendo que d%x“ =nx""" para n natural positivo, use a regra do gquociente para

. 1
mostrar que vale a mesma regra para exrpoente negativo: f(x) =x " = o = f'(x) =

—nx ™', x#0, n um inteiro positivo.
(d) Use a regra do quociente para mostrar que

, 1
f(x) =log,(x) = f'(x) = max > 0.
Dica: use que log,(x) = 112(();)) e que %ln(x) = )lc

Exercicio 27 Calcule a derivada de:

a)f(x) = (2cos(x) + sen(x)) (x* + logs(x) +2x) b)f(x) = senh(x) - tan(x)
sen(x) + 1

c)f(x) = sen(x)In(x)(e*+ 1) d) f(x) = P TS k contante € R
~ 2cos(x) B (x3 + 7) cos(x)
A= ar o = alsent 1)

Exercicio 28 As func¢des senh: R — R e cosh: R — R dadas por

e —e ™ e*+e ™
senhx = ——— e coshx=——
2 2
sao chamadas seno hiperbdlico e cosseno hiperbédlico, respectivamente. Mostre que:

— senhx = coshx e — cosh x = senhx (usa regra da cadeta).
dx dx

Exercicio 29 Use as definicoes das fungdes hiperbdlicas para achar o sequinte limaite

lim senh(x).

X—00



Exercicio 30 Calcule a derivada das sequintes fungdes (envolvem regra da cadeia):

a) f(x) = cos®(x) b) F(v) = (17v — 5)'%® c)g(z) = (1 +vz)?
d)g(t) = [(1+ %)—‘ F17T o) f(x) = sen(9x + 4) f) f(x) = cos (%)
4 . X +x ’
g) f(x) = sen((2x + 3)") h) f(x) = sen(v/x) + /sen(x) i)y = <m>
1

jly = {/sen(x) T k)y = sen(tan(e*)) 1) h(x) = f(2x) + sen(g(x))

Exercicio 31 Verifique se a funcao abaizo € diferencidvel para x # 2 e para o ponto
x = 2.

f(x) = x sen(7x) ,sex <2
] (x2+1)cos(mx) , sex > 2

Exercicio 32 Calcule a derivada das sequintes fungoes :

a) g(x) = In(3 + sen?(x)) b) H(x) = e¥ =0+ ¢) F(x) = In(x + cos(x))

(3x + 5)°v/x* + 3x2 @ 4 a3
o) == ST 9 =loglx) D) = o
g)f(x) =1In zi—i; h) f(x) = ln (eSXZ + 651_2> i) f(x) = xV2

Exercicio 33 Calcular f'(x) nos sequintes casos:

a)f(x) =\1+V1+x b) f(x) = e’ ¢)f(x) = e*ln (xsen(x) + ¢ )

x>+ 1
d) f(X) — ex371n(x2+1)

Exercicio 34 Sejam f,g: R — R fungdes diferencidveis em R tais que f(0) =0, g(0) =1,
f'(x) = g(x), g'(x) = —f(x), x € R.

a) Mostre que (f(x) — sen(x))? + (g(x) —cos(x))?* =0, x € R.

b) Conclua que f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x), x € R.



Exercicio 35 Calcular a derivada das sequintes funcdes :

a) f(x) = tg(sec(xy/x2 + vx+ 1))
c) f(x) = sec(vx—1)
%’ sec(x) tg(x)
e) f(x) = 21 1) cos(x)
g) F(x) = senh(x) cosh(x)
esec(xz)

i) f(x) =

X

b) f(x) = cossec(x* + 4)
d) f(x) = tg’(x) sec’(x)
cos(x) cotg(x)
sec(x) — cos(x)
h) f(x) = arctg(e®*)

1
< arctg(1l — 2x)>

f)F(x) =

j)f(x) =1n

k) f(x) = 2°* arcsen(4x) 1) f(x) = In(2x) log;o(x) — In(a) log,(x)
1 1

m) f(x) = < + 2log,(x) — ogi(x) n) f(x) = arctg(12x —7)

3x+1 X
o) f(x) = arcsen f(x) = arccos | ——=

)0 (25 ) f(x) ()
2
Exercicio 36 Seja x = cos wt, onde w € constante. Mostre que — + w?*x = 0.

at2
Exercicio 37 Suponha que f e g sejam fungées tais que f'(x) = 1/x e f(g(x)) =x. Mostre
que se g'(x) existe, entdo g’'(x) = g(x).

Exercicio 38 a)Ache todas as derivadas (n-ésimas derivadas) nao identicamente nulas
de f(x) = (x> —1)3.

b)Se f(x) = 1/x, obtenha uma férmula para f™
é f(n)(] )?

c)Se f(x) = x* —x> — 6x* +7x, determine a equacgdo da tangente ao grdfico de f' no ponto
P=(2,3).

d)Sey =f(g(x)) e f' e g' ezistem, use a regra da cadeia para exprimir D2y em termos
das derwadas primeira e seqgunda de f e g.

J(x), onden é um inteiro positivo. Quanto

Exercicio 39 Calcule a derivada das sequintes fungées (use diferenciagdo logaritmica):

a) f(x) = eV :

(€2 4 7)cos() b) f(x) = ) f(x) =x", x>0

dy

Exercicio 40 Encontre, em cada um dos itens abaizo, o onde y = y(x) € dada impli-
X

citamente pelas equagoes abaizro:

a) cos’(x +y) = 1/4 b)y“?’::;z’ c) (y* —9)* = (4x* +3x — 1)?
d)F +xy —2xy*+1y°—1=0 e)sen(xy) +y—x>=0 fixy+16=0

i) senh(x?y) + cosh(y? — cos(xy))

g) xarctg(x) +y* =4 h)\/2x+y—|—\/x+2y:6

: : d N
(7) Nos itens (a) e (f) encontre d_x (Neste caso, estamos pensando que z € uma fungdo
Y

de y, ou seja, x =g(y).)

=2



Exercicio 41 Encontrar as equagdes das retas tangentes & elipse 4x* + 9y? = 40 cujos
coeficientes angulares valem —2/9. Use derivagao implicita.

Exercicio 42 Um ponto P move-se ao longo da elipse x> +4y?> = 1. A abscissa x estd

— 4
variando a uma velocidade ax _ sendt. Mostre que: d_y = Lﬂt.
dt dt 4y

Exercicio 43 Suponha que f seja uma fungao injetora, derivdvel, e que sua inversa,

=1, também seja derivdvel. Mostre que (f7')/(x) = m

1
VT—x2
(a) Use para isto o método de derivagdo implicita. Discuta também o dominio.
(b) Use Ezercicio 43.

Exercicio 44 Nos itens (a) e (b), mostre que arccos'x = —

Exercicio 45 Seja y = f(x) wma fungdo diferencidvel tal que x3f*(x) + cos(y/f(x)) = x.
Determine f'(x).

Exercicio 46 Seja f(x) =x+ €* e g a fungdo tnversa de f. Demonstre que g € diferen-

cidvel e que g'(x) = —-—. Calcule g'(1) e g'(1).

= Tres™

Exercicio 47 Seja f(x) = x + x3.
a)Mostre que f admite funcdo inversa g.
b)Ezpresse g'(x) em termos de g(x).
c)Calcule g'(0).

Exercicio 48 Use a deriwacao implicita para encontrar uma equagao da reta tangente
& curva x*? +y?* =4 no ponto (—3v/3,1).

Exercicio 49 Use a derivagao logaritmica para achar a deriwada da fungdo y = x*.

Exercicio 50 Se f e g sao as fungbes cujos grdficos estao lustrados, sejam u(x) =
f(x)g(x) e v(x) =f(x)/g(x).

(a) Encontre u'(1).

(b) Encontre v'(5).

yll
I
f <
| g
[
o




Exercicio 51 Um semacirculo com didmetro PQ estd sobre um tridngulo isdsceles PQR
para formar uma regiao com um formato de sorvete, conforme mostra a figura. Se
A(D) € a drea do semicirculo e B(0) € a drea do tridngulo, encontre

A(0)

RSETOR

A(8)

p 0
B(8)

10 cm 10 cm
7]
R

Exercicio 52 Uma tabela de valores para f, g, f' e g’ € fornecida.
(a) Se h(x) = f(g(x)), encontre h'(1).
(b) Se H(x) = g(f(x)), encontre H'(1).

x f(x) g(x) f'(x) g'(x)
| 3 2 4 6
2 1 8 5 7
3 7 2 7 9

Exercicio 53 Um cocho tem 6 m de comprimento, e suas extremidades tém a forma de
tridngulos 1sésceles com 1 m de base e 50 cm de altura. Se o cocho for preenchido com
dgua a uma taza de 1,2m?/min, qudo rdpido o nivel da dgua estard subindo quando
ela twer 30 cm de profundidade?



