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Propriedades da Derivada

O teorema a seguir é muito util para o calculo de derivadas.
Teorema (Propriedades da Derivada)

Sejam f e g fungBes diferencidveis em p e k uma constante. Entdo
(a) kf serd diferencidvel em p e

(kf)'(p) = kf'(p), (Multiplicagdo por constante)
(b) f + g serd derivdvel em p e

(f+g)(p) = f'(p) + &'(p), (Derivada da Soma)
(c) fg sera derivavel em p e

(fg)'(p) = f'(p)g(p) + f(p)g’(p), (Derivada do Produto)

(d) (é) serd derivavel em p, se g(p) # 0 e, neste caso, teremos

/ / _ / . .
(é) (p)="1~ (p)g([:)(p)f](zp)g (?) ' (Derivada do Quociente).
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Como lim f(x) f(P) =f'(p) e Ilmp £)—1(p) (p) = g’(p) , temos

X—p

(b) __ lim (FCO=f(P)+(g(x)-g(p))
X—p X=p
— i C=10) | i (60 g(p))-
X—p =1 X—p

(c) Note que g é continua em p. Logo I|m g(x

_ f(X) f(P) g(X) g(p)
1 05

_ f(x)=f(p) ) (p)
= lim > I|mg(x)+f(p)||m —_—

x—p X -P
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; ' 1
(d) Como g é continua em pe g(p)#0, lim (X) = 20"

x—p&

T f(x)e(p)—f(ple(x) 1
- o )!inp( x—p g(X)g(p)>

_m ((f(x)—f(P))g(P)—f(P)(g(X)—g(P)) 1 )

X—=p x=p &(x)g(p)
i A= f(P) g(X) g(p) 1
= )!T;'p(( g(p) — f(p) ) g(X)g(p))

— (imfO=f0P) 40V £(p) lim EX)=€(P)
= ()!ﬂnp p 8(p)—f (P))![)“p x—p )li"pg(x)g(f))
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Exemplo
f(x) =x®+12x° —6x+2 = f'(x) = 8x" + 60x* — 6.

Exemplo
Exemplo
x? =2 2x(x3 +6) — (x2 — 2)3x2
= —— f/ — .
=7 = (x346)2
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Exemplo
f(x)=x"" = fi(x)=—nx"""1, x#0, neN.

Solugdo: Note que, se g(x)=x" g'(x)=nx""1 e f(x)=-r~

&(x)
Logo
fl X) = = — = .
- - - 55
Exemplo
1
_ () —
f(x) =log,x = f'(x) = ins’ X~ 0.

Solucdo: Segue diretamente do fato que (Inx)’ = % e da férmula

de mudanc¢a de base
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Exemplo
Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico da fungdo

X

€
= to (1. %).
y 1—|—X2 nopono( az)

Solugcao: Como

d

a inclinagdo da reta tangente em (1, 5) é d—y(l) = 0. Logo a
x

equacdo da reta tangente é y = 5.
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A Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia nos fornece uma maneira de calcular a derivada
da fun¢do composta h=f o g em termos das derivadas de f e de g.

Teorema (Regra da Cadeia)

Sejam f e g diferencidveis com Im(g) C Df. Se h=f o g, entdo h
€ diferencidvel e

H(x) = f'(g(x))g’(x), para todo x € D,. (1)
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De fato: Note que x—p=u=g(x)—g(p)=up. Se g(x)#g(p)
para todo x préximo a p,

u up

~~ =
_ i [@())-7(8(P)) g(x)-e(p)
x—=p &(x)—s&lp) x—p

lim f(”):f(up) lim g(x):g(p)
u—up, YTUp  x—p XTP

Se g(x) = g(p) para valores de x arbitrariamente préximos a p,
entdo g'(p) =0e (f o g)'(p) =0 e a igualdade segue.

O argumento acima requer cuidado! N3do podemos dividir por zero!
Isto fica esclarecido com a proposicdo a seguir.
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Proposicao
Suponha g derivdvel em p. Se para cada § > 0 existir xs € Dy
com 0 < |xs — p| < 0 e g(xs) = g(p), entdo g'(p) = 0.
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Notacao alternativa. Nas condi¢es do Teorema 2 temos

Por outro lado, h(x) = f(g(x)) = f(u) =y ouseja y = h(x

Dai, substituindo (2) em (3), obtemos
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Exemplo
Calcule a derivada de h(x) = cos(1/x).

Solugdo: Fazendo u = g(x) = /x e f(x) = cos u, entdo

Pela Regra da Cadeia,

Observacao: Ao aplicar a Regra da Cadeia derivamos primeiro a
fungdo de fora f e avaliamos na fungdo de dentro g(x) e entdo
multiplicamos pela derivada da fun¢3o de dentro.
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Exemplo
Calcule a derivada de h(t) = In(4t — 2).

Solugdo: Fazendo g(t)=4t—2 e f(x)=Inx, entdo h(t)=17(g(t)),
1

g'(t) =4, f'(x) = =. Pela Regra da Cadeia,
X
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Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = e?*.

Solugdo: f/(x) = e - a.

Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = sen(cos(e*)).

Solugdo: f'(x) = cos(cos(e¥)) - (—sen(e¥) - €¥).

Exemplo
Seja a > 0 uma constante com a # 1. Entdo (a*) = a“Ina.

Solucdo: Escrevemos a* = e/"?" = ¢¥!"2 ¢ pela Regra da Cadeia

Logo
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Exemplo

Se o uma constante e x > 0, entdo (x*) = ax®~1.

Solucdo: Escrevemos x* = e"** = e®"x ¢ pela Regra da Cadeia

Logo
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Regra da Poténcia combinada com a Regra da Cadeia: para
qualquer nimero « e g(x) diferenciavel, temos

& ([1g(0)1*) = alg()]* g’ (x).

Exemplo
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Outras aplicacées da Regra da Cadeia: Suponha g(x)
derivavel. Entdo

Exemplo
2 2 3x?
(a) [e] = e 2x, (b) I = =,
(c) [sen(x®)]’ = cos(x>)5x%, (d) [sen®(x)]" = 5sen*(x) cos(x).
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Exemplo
Se f e g sdo fungBes derivaveis e f(x) > 0. Entdo f(x)8() &
derivdvel e

[F()EO) = F()EO ' (x) In £(x) + %f’(x)l.

Solucao: Escrevemos
Entao,

e portanto,

TFCPEOL - £()59lg() n ()
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Exemplo

Calcule a derivada de f(x) = x*.

~ X .
Solucdo: Escrevemos x*=e"*" =eXI"x e aplicamos a Regra da

Cadeia,
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Cuidado - Poténcia & Exponenciais

Seja a > 0 e a # 1 uma constante. Ent3o:
1. (Xa)/ — aXa—l

2. (&%) = a*In(a)

3 ((FGOP) = alFGOF ()
4. (af(X))l = In(a)a"™f(x)
5. [F(SY = FOOSg () In () + EX) /()

f(x)
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