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Quociente

Vamos apresentar a topologia quociente.

A ideia é comegar com uma familia F de fun¢bes cujos dominios s3o espacos topoldgicos e o

contradominio é um mesmo conjunto X.

Daf definimos uma topologia sobre X de forma que todas essas fungdes sejam continuas.

Além disso, pedimos que essa topologia seja maximal com relagdo a tal propriedade.

Lembrar do outro caso, da topologia (menor) sobre X induzida por uma familia de fun¢des
fo : X = (X,70), a € A
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Quociente

Definicdo 1

Considere F = {f; : i € I} uma familia de fun¢bes, onde cada f; : Y; — X, onde (Y, 1) é um
espaco topoldgico. Chamamos de topologia forte em X induzida por F a maior topologia
sobre X tal que cada f; é continua.

Primeiramente, note que ndo é tdo claro que tal topologia existe de fato, uma vez que unides

de topologias ndo é necessariamente uma topologia.

Isso é resolvido com o préximo resultado - nele exibimos uma topologia (descrevendo quem

s3o os abertos) e provamos que ela (€ a tnica que) tem a propriedade acima.
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Proposicao 2

Seja F = {f; : i € I} uma familia de funcées da forma f; : Y; — X onde cada (Y;,7;) é um
espaco topolégico. Entdo T ={V C X : fl-_l(V) € 7; para todo i € 1} € a topologia forte
sobre X.

Demonstracdo. Note que, de fato, 7 é uma topologia sobre X. Note também que com
relacdo a 7, toda f; é continua. Além disso, se p é uma topologia tal que cada f; é continua,

entdo p C 7.
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Quociente

Proposicao 3

Seja F = {f; : i € I} uma familia de fungdes da forma f; : Y; — X onde cada (Y;,7;) é um
espaco topoldgico. Seja T uma topologia sobre X. Ent3o T € a topologia forte induzida por
F se, e somente se, vale o seguinte critério: dada g : X — Z, onde Z é um espago

topoldgico, g € continua se, e somente se, cada go f; : Y; — Z é continua.

v, fi ¥

gofi g
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Quociente

Demonstragdo. Suponha 7 a topologia forte. Vamos provar que vale o critério. Seja
g : X — Z. Se g é continua, entdo g o f; é continua simplesmente por composicdo de

funcdes continuas.

Agora suponha que cada g o f; é continua. Vamos mostrar que g é continua. Seja V aberto
em Z. Entdo, por continuidade, (g o f;)™* (V) é aberto em Y; para todo i € /. Ou seja,
ft (g71(V)) é aberto para todo i € I. Pelo resultado anterior, obtemos que g~ (V) é

aberto, como queriamos.
Agora suponha que o critério é verdadeiro. Vamos mostrar que 7 € a topologia forte.

Note que Id : X — X é uma fungdo continua. Logo, pelo critério, cada f; = Id o f; é
continua. Pela maximalidade, temos que 7 estd contida na topologia forte. Considere
novamente a funcdo Id : X — X, mas considere no X da imagem a topologia forte. Assim,
cada f; = Id o f; é continua. Logo, pelo critério, Id é continua. Desta forma, a topologia forte

estd contida em 7 como queriamos.

A aula 13 terminou aqui!
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Quociente

Uma aplicacdo dessa técnica é a topologia quociente.

Definicdo 4

Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e ~ uma relacdo de equivaléncia (reflexiva, simétrica,
transitiva) sobre X. Chamamos de topologia quociente sobre X/ ~ a topologia forte
induzida pela familia {m} onde m : X — X/ ~ € a fun¢do projecdo - isto é m(x) = X, onde

fx={yeX:x~y}

Automaticamente, pelos resultados anteriores, obtemos:

Corolario 5
Sejam (X, T) espago topoldgico e ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Entdo a topologia

quociente sobre X/ ~ € o conjunto {V C X/~ : a=}(V) e r}.
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Corolario 6
Sejam (X, T) espago topoldgico e ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Seja p uma
topologia sobre X/ ~. Ent3o p € a topologia quociente se, e somente se, vale o seguinte

critério: g : X/ ~ — Z,g € continua se, e somente se, g o 7 € continua.

™

X - X/~

goe g

e

Z
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Quociente

Exemplo 7

Considere (X, T) espaco topoldgico. Defina x ~ y para x,y € X se, para todo V € T
x € V se, e somente se, y € V.

Note que, de fato, ~ € uma relagdo de equivaléncia sobre X.

Vejamos que X/ ~ é um espago Tp.

Passo 1: A projecdo 7 é uma aplicagdo aberta.

Lembrar: uma aplicacdo é aberta se leva abertos em abertos.

Note que para isso é suficiente mostrar que 7 * (7(V/)) = V para todo V € 7.
Sempre vale V C 71 (7(V)).

Para a outra inclusdo, seja a tal que 7(a) € 7(V). Ou seja, existe v € V tal que a ~ v.

Logo, como v € V, temos que a € V como queriamos.
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X/ ~ é um espaco Ty

Sejam X,y € X/ ~ comX # y. Sem perda de generalidade, existe V aberto tal que x € V e
y ¢ V. Assim w(V) é abertoem X/ ~, X e n(V) ey ¢ n(V) (y = n(z) = Z para algum z
em V implicaria y € V).

Podemos identificar quando um espaco pode ser visto como quociente de outro espaco.

Proposicao 8
Sejam (X, 1) e (Y, p) espacos topoldgicos e f : X — Y sobrejetora. Se, para cada V C Y,
vale V € p se, e somente se, f _1(V) € T, entdo existe uma relagdo de equivaléncia ~ sobre

X egp:Y — X/ ~ homeomorfismo tal que m = p o f.

Demonstragdo. Defina a ~ b se f(a) = f(b). Note que isso é uma relagdo de equivaléncia

sobre X. Daf basta tomar ¢ dada por ¢(y) = X, onde x, € X é tal que f (x,) =y.
Note que p(y) = f~1(y).
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© estd bem definida (pois f é sobrejetora e da relagdo de ~)

 é sobrejetora (dada X, considere y = f(x))

1

¢ 11X/~ =Y écontinua, pois ¢! om = f é continua. (Corolario 6)

>
>
> o éinjetora (note que ¢(y) = f~(y) e y1 # yo implica f1(y1) N F~1(y2) = 0)
>
> ¢ é continua

Dado W C X/ ~ aberto, devemos provar que ¢~ }(W) C Y € p. Pela hipStese sobre f,
basta mostrar que f_1(<p_1(W)) € 7. Mas isto segue do fato que 7 é continua, m = pof e,

portanto f (o Y (W)) =7~} (W) € 7.
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Exemplo 9

Considere [0,1] com a topologia usual. Considere a relagdo que identifica 0 ~ 1, deixando os
outros pontos ndo identificados. Note que [0,1]/ ~ é homeomorfo a

Y ={(x,y) € R?: x? + y? = 1} com a topologia induzida de R

Argumento: Considere f : [0,1] — Y dada por f(#) = ( cos(270),sin(276) ) e use a

Proposicao 8.
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Exemplo 10 (Uma patologia)

Considere

Xz{(n,%) :neNU{O},keN}U{(n,O):nENU{O}}

com a topologia usual de R?. Considere também a seguinte relacio de equivaléncia sobre X :

X ~ y se, e somente se,

x=youx=(n0)ey=(m0) para algum m,n € NU {0}

Vamos chamar de F o espaco X/ ~ com a topologia quociente. Este exemplo é conhecido

como espaco do ventilador (fan space).

Note que este espaco é enumeravel.
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Vamos mostrar que o ponto (0,0) ndo admite uma base local enumeravel.

Note que para cada f : NU {0} — N U {0}, o seguinte conjunto é uma vizinhanga aberta de

—~—

(0,0)

Af:{(o,AH)}u{(n,%) :neNU{O},k>f(n)}.

Note também que {Af | f : NU {0} — N U {0}} é uma base local para m (Exercicio)

—~

Suponha (B,),cy uma base para (0,0). Entdo existe (), tal que {Ar, : n € N} é uma

—~

base para (0,0).

Considere g : NU {0} — NU {0} dada por

g(0)=1 e g(k)=max{fi(k):i < k}+1.
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Quociente

o~

Para obter uma contradi¢do, vamos mostrar que que {A¢, : n € N} ndo é base para (0,0).
Para isto, basta mostrar que Ar, ¢ A, para todo n € N.

Por sua vez, isto é equivalente a Ar \Ag # () para todo n € N.

De fato, seja n € N. Note que (n, W) € Ar\Ag.
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Exercicios - Quociente

1. Seja (X, d) espago métrico. Para cada x € X, considere f, : X — R dada por
f(a) = d(x, a).
(a) Note que cada f, é continua.
(b) Mostre que a topologia induzida pela métrica d coincide com a topologia fraca induzida por

{fi 1 x € X}

2. Mostre a seguinte generalizagdo (reciproca) do Teorema 5 da Aula 12. Seja F = {f;: i € I}
familia de func¢des da forma f; : X — X; onde cada (Xj, 7;) é um espaco topoldgico. Seja 7
uma topologia sobre X. Entdo 7 é a topologia fraca induzida por F se, e somente se, vale o
seguinte critério: dada g : Z — X, onde Z é um espaco topoldgico, g é continua se, e

somente se, cada fjog : Z — X; é continua.
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Exercicios - Espaco Quociente

3. Mostre que o espaco do ventilador ndo é metrizavel.
4. O espa¢o do ventilador tem sequéncias convergentes n3o triviais?

5. D& um exemplo de um espago quociente X/ ~ tal que existe V C X aberto tal que 7(V)
ndo seja aberto (7 : X — X/ ~ é a projegdo).
Para o exercicio a seguir: Espacos onde as sequéncias convergentes caracterizam os pontos
aderentes sdo conhecidos como Frechét-Urysohn.

6. Dizemos que (X, 7) é um espago sequencial se, para todo F C X ndo fechado, existe (xp),cy
sequéncia de pontos de F tal que x, - x e x ¢ F.

(a) Note que todo espaco Frechét-Urysohn é sequencial.

(b) Seja (X, 7) espaco topolégico. Considere N o espaco da sequéncia convergente e seja
F ={f:N— X|f continua }. Seja p a topologia forte em X induzida por F. Comparando p
com T, mostre que uma inclusdo é sempre valida enquanto que a outra vale, se e somente,

(X, ) for sequencial.
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Unido disjunta

Vamos apresentar uma dltima construcdo, na forma de exercicios - as técnicas sdo bastante

similares as constru¢bes anteriores.

A ideia para esta construcdo parte do seguinte: suponha que ((Xj, 7;));c; é uma familia de

espacos topolégicos.

Queremos construir um novo espaco de forma que cada X; seja um subespaco aberto no

novo espaco.

Se os X; 's fossem dois a dois disjuntos, isso seria facil, bastaria se tomar a topologia gerada
por Ujes 7i em U;es Xi-

Assim, no geral, simplesmente forcamos cair neste caso particular: em vez de se trabalhar
com cada X;, trabalhos com sua cépia {i} x X;. Assim, temos que os espacos s3o dois a dois

disjuntos. Adotaremos a notagdo
Hie i Xi

para este espaco
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Exercicios - Unido disjunta

1. Seja V C ;¢ X;. Mostre que V é aberto se, e somente se, V N X; é aberto para todo / € /.
2. Mostre que I1;c; X (unido disjunta de X |/ |-vezes) é homeomorfo a | x X, considerando em
| a topologia discreta.
3. Para cada i € I, considere f; : X; — 11, X; dada por fi(x) = (i, x).
(a) Note que cada f; é continua.

(b) Mostre que a topologia que definimos sobre IT;,X; é a topologia forte induzida pela familia das
fi 's.
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