
 

SERIES

Dada uma sequencia numerica anYuen podemos actociar a ela uma

se'rie que e a sequence de somas parciais

al 9 t92 Alta2 93 9 9293 94

Essa somas parciais sat devotadas por

Sn Ehay

A questa que deveno decidir e se a seqencia Su converge on hd
Se Suna S dizenos que a

se've denotadapar Éan converge e

sua some e S



Linearidade Suponha que II an e Étu sd seriesconvergentes e

d e p sat miners Eats

Ikautpbul
Us

converge e n

ÉKantpbu a Ean t p Elba

Prove Sejm An e Bu as somas parcicis de dian e Ibu ish e

An Éar e Bu Iibe
Comoestaus supondo qu Ean

e Ibn sd somaleil existen of limits

him An A e a
a so at Bu B

Mas as somas porcia's

II aar a An e fiBbn pBe



e portanto

Eldar pbr a Ant pBu g
aAtpB

Issa mostraque as somas perciais de Ékantpbu convergent ist é que
a se've é some've com some

adf.auepEI.ba

Contino Se Lau converge e Ibn diverge ents ECantbu diverge

Prove
Ebu I fantbu an

Se Zan e Caution convergen enter Ibu converge



Vino que Eln a se've harmonica diverge Vinos tambein que a

some geometrica 81 2 converge Do corolatio segue que

Yu Yau diverge

Teorema Seja AE IR A se've É a converge see somente se 171 1
Prove

Sa d d I

Sue A d t d t d su t duel

A A At A At Asu
Portant

Su ta A Asn 1 a Sn A putt

Spondo que 741 segue gre
Sn A putt

1 A



Se la a 1 enter a an O e portant

Sn I n

Se la I 1 enter a diverge pre n o e segue que su diverge

O Caso 71 1 fica como exercicio M

Acabana deprover ope por la la 1

If a 1 1 d't Ig
Comando 1 a ambos as lados often

I D 1 2 72 2

Emgeral pertains an A amo una veriale



Teorema Se 1 1 1 eats

At x txt x't Eg x

Dessaigualdade podemos conduir valid outras supondo sempre que 1 1 1

1 X x2 x x t

ily At x x x x

143 1 X X x x

Se 1 11112 12 1 1

142 112 2 1 4416 44 4 2



Series telescopicas Suponha que as sequencias an e bn satisfazeen

an bu but

A se've astocieda a au e

an bu but

rojas somas porcia's is

so É an I be bred bibatt bat t bat bn

bi bu
Portanto

him su figs bi bulno

e supondo ope limbu L segue que him Sn bi L
a so



Teoremc Se bul é una segencia tal que leggybn h e an bubut

enter a se've Ian e sandal e

Itan IT bnbun bi L
a

Exemplo Yn O portant

É tut ha 1 É In 1
4 1



TESTES DE CONVERGENCEA

Teorema Se Ian converge enter an 6 0 Ditode outre forma
se an O enter a se've Ian e divergent

Prove

Sn Éah su Sn an an Su Su I

Se sung h enter suits h e portent porterrene sobre

limit que provanos no semestre passed

an Su Su a L L O E

Esse witelio certamente us serve poregarantir convergencia EYa
diverge afinal mas e util para descarta la



Comperes

Terme Se an 20 Ian converge as somas porciais so

Coniformemente limitadas isto e se existe Me IR tal que
Sn E M F ne IN

Rova As saunas parciais Sn forman wins segucia crescent

ja ge Suti su tant 7 Su poisesfans apud que au 20
Vino que sequenceas monotone so concergentes so limitadas M

Ey Int converge

Sn I tf tf t t t tut E Io t fit fat t tu 2



TESTE DE COMPARAGAT Suponha que an by 2 0 Ah e que existe

um when c o tal que
an s cbn f n e IN

Se Ibn converge enter Ean fambein converge

Prove An ait tan Bu bit bu An E CBu Se Bu

converge como Bu e monto us Bu e limitade por alsum Me IR Segue

que An CM Como An tambe'm e wow to na segue do taste anterior

que tu converge A



TESTEDA INTEGRAL Seja f 1,0 IR una fund positive e decrescente

e sejam
Sn É FA e tu f fix dx

Eats as sequincias Isn's e htul amba converge n ou ambal divergent

Pan

o
Egan effelds II

IIIII.fi gSn Fa In Su I

Como todas esta sequoias so crescentel Sn e tu sd ou ambas

limitadas ou ambas ilimitadas e portanto sacrambal concergentes
ou ambal dicergentes Ma



Exemplo É 4ns e some'vel para s 1

I
Supondo s 1

Prove
S tax 151 1st I a Ia

Como a integral converge segue do taste antenor ope a se've tambein

converge

Exercicio Prove
que se s a 1 enter a se've diverge

O can 5 1 é tratado a seguir



Exemplo FA Arnim o terrana anterior nostraque

É I e S s Iit
Denotaudo por su a n e'sima soma porcial de Ith as derigualdades

acima so

Sn 1 E la n I su i Sn Yn

Como sabemis que eux é una fences ilimitada segue que Sn fam
bein

o é e portanto a se've harmonica e divergent Note aindaque
dividend autos es lados por su e usand que su Mo sue ilimitada

segue

get In a big E Isn



e tomando n soo conduimos que

les la n

1
t

Digenis que as sequincias an e but sad Assiniotictmenitiautis
se

him I t

O que acabans de provar e que lun e Yr sad assintolicemente

iguais



Teorema Sponha que au bn o e que as sequincias haul e hbut
so asciutolicamente iguais ist é lingambu 1 Ents Eau converge
se e somente se Ebu converge
Poona Se lim anbu 1 e ponial escother N e IN tal que tu ZN

t of 3 Ibn an bn

O resultado agora segue do Teste de Comparacd
Sopara lembrar se An e Bu sd as somas porciais de faut e but
as desigualdades acima implicam que

Bn An 32Bn

Como auDa O as series sas crescentes e pelasdesigualdades acima
An e limitada Es Ba d limited Pelo teorema sobre regencies monotonal

segue que Ane convergent Bue convergent a



Exemplo I sent diverge Iss porque

SMI I para x o style 1 para y a

Smyth I para n 70

isto e seula e la so aisintoticamente iguais

Observances O concerto de sequincias actintoticamente iguais e interrante

mas o que ele implica takes us seja totalwente obrio Por exempla
an n't n e but it sad acciutoticamente iguais Mal

lau bul g
o

Époskelpover
que Itar e lun so tais que 1É b lun ago



O TESTE DA RAZ Vilmos
que Ex converge se e somente se 1 1 1

Ash'm se Of an f x a se've Zan fambein
converge As devigualdades acima Sas equivalent a

o s ant s x k 1

Teorema Suponhe que an o e que an R quando n o

Entad valen as seguintel afirmacies sobre a se've Zan

G A se're e divergent se R 1ii
Prove Lponha que Ret e tone Rex C 1 Como ait por
existe N e IN talque In N a'in X Rte oude E X R

Ist é o e an x Anz N Issa implica pelo Teste da compare

go que Éan In x Ey Portant Éan converge



Exercicio Prove Gi
Parade Mil

pm et en f
nd

n
8 1 e dint diverge

a
2 n

efunny I e 42 converge M

Exemplo I In converge

g enluttil e
math

o

11 1 Gil test



Exercicios recomendados o que no quer diger que was us
devan fager outros fambein

Secas 10.9 pp391 392 4 5,8 10 11 15,16 22

Sego 10.14 pp398399 217 16 18

Sech10.16 pp402403 2 4,7 9 12 16



O TETE DARAZAG

Teorema Seja an uma se've de terms positives e sponhaque
anti L para n a
an

Ents
i se Ls I a fevie converge

Gi se L 1 a se've diverge

Gii se 1 1 nada se podeafirmar
Prova Suponka que La f e tome como na provedo test daraiz
L C X C 1 Para N grande o bastante e th Z N

guy s x ante In
Mas issoqur diger que a partir de ne N a sequencia any e



decrescente Em particular tu z N

En E It a
tuna

constant

que implica que an E ex Como sabenos que Ix converge

segue do teste da comparaces que Éan converge e portant que
Zan converge

Sponka agora que L 1 Como acima isso implica que exist
N e IN tal que tu N

anti I Ant an O
An

Mas isso querdizer que a segeucia an e create a partir de h N
e convo an O an H O o que impede a convergencia
de Zan



Se 1 1 terms

Itn diverge e ut
I

s 1

I Mp converge e CEI 1,771
Exempt I Int converge

nti

Chill Cute s et I

Noteque issomostra an particular que To 0



Exemplo I II converge para qualger escotha de x 20

HI YI II
O mesmo vale para as series diG É o dei x

E

Embora isso aindawas nos premite relaciour a soma deltas series

as finger exp x cosx e Sen X pelo news sabena gee
convergem as series que escrevemos tautel veges no quadro pelo

mais para x 0 Ja ja versus que o mesmo rale para quel

que Xe d



SERIES ALTERNADAS Uma se've da forma

I 1 1 an a as ay ay as t

oude an O e chameda una se've alternada

Exemplos I I t t
l x x x Xx x t

Regrade Leibniz se haul e une segencia monotone decrescente

convergiudo para zero enter a fine 1 1 an anverge Alain
dish se S é a sua da sente e su Saf as somas porciail vale

0 G S su a anti tu 1



Prova A representace grafica da prove é a seguinte

a

S1
535293

L

52 5 92
845394

Para ir de St a 52 subtraimos az De 52 a 53 somanos 93

que e menor que 92 de forma que 53 Se De S para 54
subtraimos ay que e une wor que sa de forme que 54 52
Indutivamente provanos ope Sau n é una tegencia decrescente e

San é crescent Alain disco Isand e limitada inferioracute

por sa ou qualquersan e hsoul e limitada super'ormente por se
Coo qualger san i Segue que Sant's S e SantS por na



Mas Santi San Gant go 0 GyoSanti GyoSan
s S ish e

him su S
USA

Exercicio Olle o gratico acima e prove a estimative
o c fi S su c anti M

Exemplo 1 Yz 43 44 45 t converge



CONVERGENGA ABSOLUT CE CONDITIONAL Ate agri falamor bastante de
se've com terms politicos ou de te'ries cybs terms alternam o final

mas quase nada de se'n'es mais gerais Vejams an toneme quepermit
tira concludes

Torma Sga an una se've de winners complexes e supouhage
Élanl c o Eats a se've Ran converge e alein disco

I Ean l s Z laul
Drona Suponha pore comefor que an E R Neste Cato definiudo

by ant land tens que bu 0 se an 0 or bn 2 anl
se au o Portanto of but 21an l e o taste de comparacs

implica que Ibn converge Como an but lanl segue que
Ian taube'm converge Isso prova o teorema quando an E IR



Se an nation enter as somas parciais

Su II an aktion Itun ti Éok
Isso Mostra que Ian converge se e somente se as somas

parciais
Un II r e Un Éor

convergent ist é see somente se as series Ian e Eon see
smaleis
Como Ian I hit v42 I rent Wal 7 0 segue do taste

da comparad que Elan convergent dunt e Elul so
onvergentel Ma elsa dual dries so series de w'mens real e

nelle caso ja pavanes qe segue que Eun e Eon so convergent
e portanto que Ean e convergente



Para terminer a desigualdade triangular implica que

Os I ak e flail
kit

ist e O E Su s Isla Conde Isla so as somas porcia's de Élaul
Mas isso enter implica passando ao limite quando n so gee

Idan s Ilan I am

Exeratio Mostre qe lat bl s lait bl quando a bed

Defuigao Uma se've an e ABSOLUTAMENE Convergent se filaul e
convergente Se Lau e convergente mas Elaul us o e

enter an e dita CONDIGONALMENTE CONURGENTE

LI Iti Yu e condicionalmente convergente



Se Ian e Ebu sat absolutamente convergent e xpea enter

I an pbu e absolutamente convergent pela decigualdade triangular
novamente

É laant bul t 411ant 111111 s lat dilault lplElbul
his

Iso Mostra que as somos porciais de
dlaantpbul so limitedas e portanto

a sevie de nimers porticos converge



TESTES DE ABEL E DIRICHLET

Identidadede Abel Ajam fan n't e butt coleges fatal de aimer
complexes Eats vale a regulate igualdade para todo n N

IIactor Anbu t É Ak bk bk oude An É an

Prova DefiniudoAo o ar Ar Ar para k 1,2 a e

Éarba II Ar Ar1 be IIArte Arbat Anbu M
121

Agora topomos que haul but so segencies infinitas como podemos

usar a igualdade acima para prover also interessante



TASTEDEDIRICHLET Sejam Ian uma se've dea'news complexo aja
somas porcia's forman uma segencia limitada e buy one sequéucia
decrescente de numero positive convergiudo para 0 Enter a se've Cantu

converge

Prove A identidade de Abel

EIabbr Anbut t ÉAr bizbra
121

mostraque danton é soma'vel Es Anbu converge e Anbnbut e

Somanel Como estanos spondo que exist M o tal que lAnt E M An
e que but O segue que Anbu 0 Alaindish como bu e deers

cute bu but 2 O e assim

1Anlbs bra E M be bra

e Como brbra e une coma telescopica e but 0 segueque



I 1AnCbn bnei e some've ist e dAububut é absolutamente

convergent que é o que precisivamos prover
Ma

TESTEDE ABEL Seja an uma se've convergent de tercios complexos e

e bn oma segenciamonotone e convergent de n'meros reais
Enter anbu converge
Prova Exeratio use novamente a Ideutidadede Abel

Exempt Seja hbu una regencies decrescent convergiudopara O Porexemplo

tome bn n
d
para qualquer a 0 Ents ja sabiamus que Ifl bn

converge pelo terma de Leibniz mas o testadeDirichlet da outre

prova dish ja que a sua E title limitada per 1

I I t fi O I f 1 2 113 1 I H ft C1 0



Teorema Seja de Ri TZ ist é reja Oomwinner real que ud e multiple

de T Ents
sang

e
futileIIelite sur no

GER 12Th isto e
Disso severe

II e l s Ino iÉIéÉÉj
Prove A identidade

x X Xh X X

X p
X X y

x 1

vale para quelques x Ed Tomaudo x Eid tano

ezio y
ein'll eine eine

EyEiko edit eine I
go go

timid sound
send

1
cologne end

go
em

evidenciana
fracas



Exemplo Voltando ao exempt anterior onde bn O podemos agar
usar o leste de Dirichlet para conduir que para todo x ed com

1 1 1 e X I 1 a se've bux converge Em particular para
qualger a 0 In x converge para todo x ed 1 1 1 X 1

Escrevendo x et x end cosno i sound e ash'm

141 I i d senza

e concluimos que as
series reaisvergem par todo a 0 Se a 1

isso e consequencea da comparacd com Ent e do taste de integral
mas para o c as 1 esse e um now velultade

Exeralcios Sefo10.20 pp 409 411 1 4,7 11 15 33 38,44 52



Convergencia conditional x absolute

Vamos comentar seen proves algomas coisas interestantes sobre sen'es

que converge conditional mas nd absolutemute

Teorema Se Eau converge absolutewent entas qualquer reordenacf
Ibu de Eau tambe'm converge par a mesma soma

Ist e se a sen'e d laul converge eats us import a ordem
na qual of terms a saz ay so somados a Soma sempre converge

e o limit e sempre o wer no

Ex t t t t t t t t t t 2 1 t t t t t t t t t



Isso no entanto has e o can come series que sd apenas relativamente

convergentes Por exemplo e possie mostra veja Apostol que

1 f 13 14 f t t t t t t he 2

I t t t t t t t t t t t f t 3 lu 2

Naverdad algo wit mais radical acontece

TeoremadeReordenamento de Riemann Se Cau é una se've de fermor

reais que e condicioualmente convergent e S e um when real qualger
enter ex iste un reordenamento Ebu de Eau tel que Ebu S



INTEGRAIS IMPROPRIAS

Quando falamsdo taste da integral estivenus a pout de discetir o

que disw linus agora Por exemplo se calculous spondo s 1

I s
I D'sS Es 151 b I
s 1

se s 1 b y 0 am b toGo
se s a b's yo am b a

da wutade de dizer

que

S Is In se s 1

f dg diverge se se 1 ja que para s t

o bgaritmo Mo para
b o



Da mesma maneira se calculamos novamente corn s 1

Satie la rats
1 s

se Sc 1 any 0 am a OMo

se s 1 ate yo am a o

da wutade de dizer

que

f Ys Is se s 1
O

f Ys diverge se s 21

Integra's desse tipo so chamadas integral's IMProfits ja que
enwluem un processo de limite de integrals Protrias ist é
integra's de finger limitadas sobre intervalol finitos



Exemplo Ibsenx dx 1 costs Como cost us converge para

b a a integral Isenxdx diverge

Exemplo Para a o

f é ax II I 1 eat
a Iota

é dy é dx

aiovakrabae fundamental aqui
Portanto podemos calculer a integral impropna Jaee é dx dinge

b
e dx him f e

a
ax I



Teorema Sejam f g fuge's was negative e integra've's sobre

qualqer interval finite Sponha que o s fo e get e que
f gadx converge Ents Saffoldx tambein converge

Prova Exercicio M

Exemplo S E x dx converge para todo se R

éYxl go 0 para todo le IR Prove isso

Portant é Xs É X x2Ego Use R o que que
dizer que exist a e IR tal que Fx a é X e x2 Como

Idfa converge o teorema acima implica que Si é Xsdx converge
Como

Jexx'dx f exx'dx feeds verifcamosaafrma.ca



Exemplo J é x dx converge paratodo s 0

Isso porque SE xs converge paraqualquer se IR como acabamos de

verifier e para x to é o I e portanto a parte important
de se verifier e Sox dx que converge s 0

A fungo PCs Se x dx chamase Fun GAMA e tan

a seguinte propriedade interessante

Manta u

Prove Integraporpartes para prover que Mst S Ts depuis use induce

Exeracios Sesto 10.22 pp414415 1,213,4 7,89,10 13

Secy 10.24 pp420421 2,3 4,5 9,12 16


