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A derivada: Definicao

Definicao
Sejam f: Df — R uma fungdo e p € Df um ponto de acumulagdo de Dy .

> Se existir o limite lim [X=fE) _
X—p X=p

L e R, diremos que L € a

derivada de f em p e escreveremos

i f(x)—f(p) _ . fp+h)—£(p)
(P) L= )!I—>p X—p lIJinO h i

» Se f admitir derivada f'(p) em p, diremos que f é derivavel
ou diferenciavel em p.

» Se f admitir derivada em todo ponto de AC Dy, diremos que f
€ derivavel ou diferenciavel em AC Df. Se A= Dy, diremos
simplesmente que f é derivavel ou diferenciavel.
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A func3o derivada

Ja definimos a derivada de f : Df — R em pontos p € Dr que
também s3o pontos de acumulacdo de Ds. Sendo assim, se

Ds = {x € Df : x é um ponto de acumulagao de Dr

e lim

f(x+h)—f(x)
h—0 i

existe.} C Dy
definimos a funcdo ' : Dfr — R por

f,(x):},i_r)no f(x+h/)7—f(x)’

x € Dyr.

Esta nova funcio f’, é chamada funcido derivada ou, simplesmente,
derivada de f.
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Exemplo
Calcule a derivada de f(x) = +/x — 1 e determine o dominio de f'.

Solucgdo: Note que, Df = [1,00) e para todo x > 1,

Logo Dsr = (1,00)
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Notacgées alternativas. Seja y = f(x), onde f é uma fungdo
derivavel. Podemos escrever, alternativamente,

para denotar a derivada de y ou f em relagdo a varidvel x.
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O simbolo _ trata-se de uma notac3o.

Utilizando a notacdo de incremento, podemos escrever a definicdo
de derivada como

Dai, tomando Ay = Af = f(x + Ax) — f(x), podemos escrever
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O seguinte Teorema estabelece uma relagdo entre continuidade e
diferenciabilidade.

Teorema
Se f for diferencidvel em p € Dy, entdo f sera continua em p.

Prova: Recorde que p é um ponto de acumulagiao de Dr. Vamos

mostrar que Jinpf(x): f(p) ou que )lgnp(f(x)—f(p))zo.

Escrevemos

Assim

Portanto f é continua em p.
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Observacao: Note que ndo vale a reciproca . A funcdo

f(x) = |x| é continua em x = 0 mas n3o é diferencidvel em x = 0.

Exemplo (Critério Negativo)

Se f ndo € continua em p, entdo f ndo € derivavel em p.

Exemplo
x> x<1,

€ diferencidvel em x =17
2 x>1

A fungdo f(x) = {

Solucao: Como

lim f(x)=1#2= lim f(x),

x—1- x—1+t

f(x) ndo é continua em x = 1, logo n3o é diferencidvel em x = 1.
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Derivadas de Ordens Superiores

Seja f uma func3o derivdvel em Df/. A funcio f': Dy — R € dita
derivada de f ou derivada primeira de f.

Ent3o, podemos definir a derivada de f’, que serd chamada
derivada segunda de f. Neste caso,

quando o limite existir. Escrevemos f” = f(2) = (f')’ para denotar
a derivada segunda de f.

Para n € NU {0}, a derivada n-ésima de f serd denotada por
f(n) quando esta existir. FO) — £
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Alternativamente, podemos escrever

_d (d) _d (df
~dx \dx ~dx \dx

para denotar a derivada segunda, f”, de y = f(x). Analogamente,

usamos

para denotar a derivada de terceira, '/, de y = f(x), e assim por
diante.
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Exemplo
Se a posicdo x de uma particula é dada pela equacio hordria
x(t)=t3-6t2+9t. Encontre a aceleragdo a(t) no instante t.

Solugdo: Vamos calcular a derivada v(t) = x/(t). Note que

— (1) = lim X(N=x(®) _ ri— r 7t2 _ 9r=t)
) _X(t)_lm r—t 1£nt< = 6 r—t )

= lim (rP+rt+t*—6(r + t)—9) = 3t>—12t-9.

r—t

Agora, |a(t) = v/(t) = lim (302 — 1212t _9-9) 6t — 12,

r—t

SMA 0353 Calculo |



Exemplo
Seja f(x) = 3x2 — 4x. Calcule f', " e f".

Solucao: Note que

f'(x )—IlmM—l|m(3r = —42=X) = lim(3(r+x)—4) =6x—4,

r—x 2 r—x r—x

6

f"(x)= lim —f (D=F) _ |im (6=% — 2=2)

r—x = r—x = (P=%

e f(x)=
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Exemplo

_ 1\ nhl
Se f(x) = % entio F(n)(x) = LM

Xn+1

Solucao: Faremos a prova por inducdo. Note que, se x # 0,

1ALk — 1)1
Se f(k—l)(x) = (=1) £k 1) (hipdtese de indugdo), entdo
X

1
= —1)! lim &
r—x r=x '

C\k=1(y _ o —(rk—xk) 1
(—1)1(k 1)!rlm<

r—x  rkxk

Y1 1M Fer (1) P k=2 gk
(~1) (k= 1)! lim (~1)

(—1)k(k — 1)1k

-1
X2k
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Exemplo
x?, x<0

Seja f(x) = { s

N >0 Calcule f' e f" quando existirem.
)

Solugdo: Para x < 0, f(x) = —x?, daf f/(x) = —2x. (Verfifique!)

Em x = 0 aplicamos definicao. Note que

Logo: f”(x)=—2 para x<0, f”(x)=2 para x>0, e f”(0) #




Férmulas e Regras de Derivacao

Teorema (Férmulas de Derivagdo)

Se k € R e n €N, sdo vdlidas as férmulas de derivacdo a seguir
(a) f(x)=k= f'(x)=0,

(b) f(x)=x" = f'(x)=nx""1,

(c) f(x)= =x = f’(x):—xr3l
(d) f(x) =sen(x) = f'(x) = cos(x),
(e) f(x)=cos(x) = f'(x) = —sen(x),
(f) f(x)=e"= f'(x) = e,

() f(x)=In(x) = f(x)=1%, x>0.

SMA 0353 Calculo |



Prova: A afirmativa (a) é trivial.

Prova do item (b). Lembremos que

Ent3o,

Prova do item (¢). Fazendo u = /y e v = {/x temos, da

o 1 .
continuidade de x +— xn, ¥y — x = u — v. Assim
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Prova do item (d).

Prova do item (e). Andloga ao item (d).

Prova do item (f).
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Prova do item (g).
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