Sobre sequéncias de Cauchy e a Completude de IR

Dizemos que uma sequéncia (x,) de nimeros reais é uma sequéncia de Cauchy se:

Ve>03ng>1(Vmn>ng= |z, —x,] <e€)

Os préximos dois resultados listam propriedades importantes das sequéncias de Cauchy.
Proposicao: Toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Entao existe ng > 1 tal que
Vm,n>ng= [T, —x,| <1

Em particular, para todo n > ng, |z, — x| < 1.
Seja M = max{|x; — Tny|, - |[Tng—1 — Tnyl, 1}-

Entao |z, — z,,| < M, ¥n > 1, e portanto, z,, — M <z, < x,, + M, ¥n > 1. A

Proposigao: Se uma sequéncia (x,) é de Cauchy e possui subsequéncia convergente entao (z,) é
convergente.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy e (z,,) uma subsequéncia de (z,,) que converge
para um numero [ € IR. Vamos provar que x,, — [.

Seja ¢ > 0. Como z,,, — [, existe jo > 1 tal que
. . 6
Vi Zgo, lam, — Il <3
Por sua vez, sendo (z,) uma sequéncia de Cauchy, existe kg > 1 tal que
Vm,n > ko, |z, — .| < g

Seja 1o tal que n,, > max{n;,, ko}. Entao, para n > n,, temos:

|xn—xnro\<g
= |on =1 < |zg — 20 | + |20, =] < §+§ =€ Logo, &, — [

|Tn,, — 1| < g

Teorema: Em IR, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:



(1) Axioma da Completude (AC): Todo subconjunto de IR nao vazio e limitado superiormente
possui supremo.

(2) Principio dos Intervalos Encaixantes (PIE): Seja (I,,) uma sequéncia de intervalos fechados
e limitados, I,, = [a,,b,], YV n > 1, taisque [y D I, D --- D I,, D ---. Entdo N1, # 0.

Se, além disso, tivermos (b, —a, )— 0 entao existe um tinico elemento [€IR tal que N,,>11, =
{l}.

(3) Toda sequéncia limitada possui subsequéncia convergente.

(4) Toda sequéncia de Cauchy ¢ convergente.

No que segue, convencionaremos chamar o comprimento de um intervalo I = [a,b] por I(I). No
caso, [(I) =b— a.

Demonstracao: (1) = (2) :Seja (I,), com I, = [a,,b,], V n > 1, uma sequéncia de intervalos
encaixantes, isto é, Iy 2 I, DO ...D I, D .... Entaovaleque a1 < as <...<a, < ...... <
by < ... <by <.

Considere A ={a,:n>1} e B={b,:n>1}

Temos que a,, < by, Vn > 1, e portanto, A é limitado superiormente. Pelo Axioma da Completude,
existe a = supA. Analogamente, B é limitado por a;, e poretanto, existe 5 = infB.

a, < by, Vn>1 Como a = supA, resulta que a < b;.
De modo geral, para todo 7 > 1, temos que
a, < bj, Vn >1, e portanto, o < b;.
Por sua vez, se a < b;, V j > 1, como 8 = infB, resulta que 8 <b,, Vn > 1.

Concluimos que a, < a < 3 < b,, V n > 1, e portanto, N, 1, #0.

(2)
Vn

= (3) : Seja (x,) uma sequéncia limitada. Entao existem ag, by € R tais que ag < z,, < by,
> 1. Considere A = {z,, : n > 1}.

Temos dois casos a considerar:

Caso 1: A é finito. Entao existe [ € A e existe uma sequéncia de nimeros naturais n; < ng < - - -
tal que z,,, =,V j > 1. Assim, (x,) é uma subsequéncia convergente para [.
J J

Caso 2: A é infinito. Seja Iy = [ag, bg]. Entao [(1y) = by — ag. Considere ¢y = “0241’0 Se [ag, co]NA

é infinito, denotamos a; = ag, by = cp, e I = [a1, b;]. Caso contrario, fazemos a; = ¢g, by = by e

I, = [ay, b1]. De qualquer maneira, I;(A é infinito e I([;) = Z’O_T“O Além disso, Iy D I4.

Por indugao, suponhamos obtidos Iy D Iy--- D I, com I; = [a;,b;], I(I;) = 1’02_].“0 e I;NA
infinito, 1 < j < n. Seja ¢, = % Se [a,, c,]NA é infinito, fazemos a,11 = ayn, bpi1 = cp,
e i1 = [any1,bny1]. Caso contrario, tomamos a,1 = ¢, byy1 = by € Iy = [ans1,bae1]. De
qualquer forma, [(I,1) = b”%“” = boz_nao, I, O I,.1 e I,,1NA é infinito.

Pelo PIE, existe um tinico ntimero [€IR tal que N>l = {}.
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Sejany <ny <--- <nj <---uma sequéncia de nimeros naturais tal que x,,€I;, V j > 1. Entao
(7,,) ¢ uma subsequeéncia de (r,). Vamos provar que ,, — [.

bo—ag
2M0

Seja € > 0. Pela arquimedianidade de IR, existe ng > 1 tal que < € (prove!). Considere

Jo > 1 tal que nj, > ng. Assim, para j > jo, temos:

I, C1,

Jo

bo—
L, GInj = T, GInjO, ZEIn].O = |;L’nj —l| < 0790 ¢

2m0

l €I,

Logo, z,; — [, e vale a propriedade.

(3)= (4) : Seja (r,) uma sequéncia de Cauchy em IR. Conforme as propriedades de tais
sequeéncias, temos:

() é de Cauchy = (x,) ¢ limitada =

(x,,) possui subsequéncia convergente =  (z,) é convergente.

(4)= (1): Seja A C IR um conjunto nao vazio e limitado superiormente por 5. Considere o € IR

tal que [a, 8] N A% 0, e seja co = O‘TJFE

Se [co, B]NA#D, fazemos a1 = ¢ e by = . Se [co, B]NA = 0, fazemos a; = a e by = ¢y. Designamos
I = [ay, b1], e vale que:

I N A#)
b, é limitante superior de A
(I =22

Considere ¢; = ‘“Qﬂ Se [c1,b1] N A#(, fazemos as = ¢1 e by = by. Se [e1,b1] N A = (), fazemos
as = aj e by = ¢;. Considere o intervalo Iy = [ag, by]. Temos:
I, N A#()

by é limitante superior de A
I(Iy = 52—2a

Prosseguindo por indugao, obtemos uma sequéncia de intervalos I,, = [a,, b,] verificando as seuintes
propriedades:

I, N A#()
b, ¢ limitante superior de A
(1, =22

Como I(I,,) = ’82710‘, vale que [(I,,) — 0: dado € > 0, existe ng > 1 tal que, para n > ng, tem-se que
[(I,) < €. Dessa forma,dados m,n > ng, com m > n, temos que a,, < a, < y < by, < by < by,
e portanto, |b,, — by| < (bny — any) < €, € (b, é uma sequéncia de Cauchy em IR. Por (4), existe
[ € R e b,—I. Sendo (b,) uma sequéncia decrescente, resulta que [ > b,, ¥ n > 1 (prove esta

afirmacao).

Vamos provar que [ = supA.



Seja x € A, e suponhamos [ < . Como b,— [, existe n > 1 tal que b, < x: contradicao, pois b,
¢ um limitante superior de A. Logo z < [,V z€ A.

Seja agorat € IR tal que x <t,Vx€ A, isto é, t é um limitante superior de A. Suponhamos t < [.

Como t é majorante de A e [ay,, b,] N A#£D, vale que a, <t,Vn >1. Comot <Il<b,, Vn>1,
concluimos que a,, <t <1 < b,, e portanto, I(I,) > [ —t, o que contradiz o fato de que I(I,,)— 0.
Concluimos que [ < t, e [ é supremo do conjunto A. A



