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Resolugao da primeira lista de exercicios do curso MAE0328 disponivel no
Texto de Regressao (Paula, 2023).

1. Seja T um estimador de # e suponha que exista E(T') e E(T?), entao

E[{T — E(T) + E(T) — 6}?], pois IE(T)

E[{T - E(T)}* + {E(T) — 6}* — 2{T — E(T) {E(T) — 6}]
E{T — E(T)}?] + {E(T) — 6}*, pois 3E(T?)

Var(T) + {Viés(T)}.

E{(T - 0)}

2. Considere uma amostra aleatéria independente de tamanho n = 3 de uma

varidvel X com média pux e varidncia o%. Tome para pux os seguintes
estimadores T1 = (1/5)(X1 + 3X2 + Xg), T2 = (1/2)(X1 + 2X3), Tg =
(1/4)(2X1 + X2+ X3) e Ty = (1/3)(X1 + X2 + X3). Temos que

1
VléS(Tl) = gE(Xl + 3X2 + Xg) —UxX = 07
. 1 1
Viés(Ts) = iE(Xl +2X3) —px = SHX
1
VléS(Td) = ZE(2X1 + X2 + Xg) —Ux = 07

1
ViéS(T4) = §E(X1 + X5 + Xg) —pux =0.
Pela independéncia, também

1
%Var(Xl +3Xo+ X3) =

1 )
Var(TQ) = *V&I(Xl + 2X3) = ZU‘%(’

Var(Ty) =

3
Var(T3) = 1—6Var(2X1 +Xo+ X3) = §a§{,

1
Var(Ty) = §Var(X1 +Xo+ X3) = ga_%(.

Logo, temos que EQM(T1) = (11/25)0%, EQM(Ts) = (1/4)(5c% + p%),
EQM(T3) = (3/8)c% e EQM(Ty) = (1/3)0%. Dessa forma, dentre os
estimadores nao tendenciosos, T, tem o menor erro quadratico médio
seguido por T3 e T}, respectivamente.

3. Considere a seguinte regressao linear simples y; = 81 + fax; + €;, em que

; 151 N(0,02), i = 1,...,n. Sabemos que Bl =q— BoZ € [y = Szy/Szz

sao os estimadores dos parametros da regressao linear simples. Logo, para
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r; = Yi — Ui, temos
1 n

Cov(g, f2) = - ZCOV (yl7
i=1

)
n;m iCOV{yz,z_: Ty }

I e ~
= 52> (w; = )Cov (i)
Lt — =1
1
= — Z —Z)Cov (y;,y:), pois Cov(y;,y;) =0,Yi # j

i=1

n n
D orbi =Y (v — 97)
i=1 ;

= Z {yi{ﬂ + Ba(wi — )} — {7+ ol — f)}z}
i=1
= ngQ + B2Smy - nQQ - B%Sza: =0.

n

n
Zrixi = Z(yz% — i)
i=1 ;

Zh‘ = Z(yi — i)

4. Considere que foi ajustado através do método de minimos quadrados o
seguinte modelo de regressao ¢y = Bl + 32:1:, porém o verdadeiro modelo é
expresso por y = 31 + B2z + B3z + €, em que € ~ N(0,0?). Sabemos que
Bg = Suy/ Sz no modelo ajustado, entdo para uma amostra independente
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de tamanho n do modelo verdadeiro temos que

= Z::L_l(ii—my Z;(l‘z - .f)ﬂ?z + 2:?_1(6'31—33)2 Zl(.%‘l — f)z,

SCL‘Z
= P + BSSTW

Portanto o estimador Bg do modelo ajustado ¢é tendencioso, pois
E(BQ) 7é 627 de modo que Vlés(ﬁ?) = 63Sa:z/sza:

. Considere uma amostra independente de tamanho n do seguinte modelo
yi = 1+ P2w;+e€;, em que €; A N(0,02),i=1,...,n. Suponha que foram
ajustados através de minimos quadrados dois modelos expressos por: (i)
g =pP1+ze(i)g= B1 + Boz, note que no modelo (i) o intercepto
verdadeiro (1 é conhecido. Sabemos que no modelo (ii) de regresséo linear
simples 2 = Syy/Szz € Var(Ba) = 02/S,..

Note que modelo (i) pode ser expresso na forma matricial como z =
XA9, em que z = (y1 — B1,...,yn — B1)" e X = (21,...,7,) . Devido a
X ser uma matriz coluna, desde que r(X) = 1, temos

Jp = (XTX)'XTy
_ SO xiy; — nEfy
Z?:l x?
_ Y1 Tiyi — nay + nay — naf
Z?:l :1712 — nT? + nx?
Ser +n22

Var(4,) = o*(X TX) 7!

0.2

==
Dim1 %

=" 2 -2 -2
Dol TP —nx? 4+ nx

o2

= S, +nz?

02
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Note que
E(f2) =E { S”i:i(is_; B }
i (i = 2) (B + Pomi) +nE(B1 + PaT — )
B Saa + nZ2
52 Zl (@i —Z)x; + nz?Ba _5
Sy + N2 -

e também que

Sy + T2 > Sy, pois nzz >0

o? < o?
Spe +nT2 7 Sia
o

ag ~
— < — EP(%») < EP .
\/W = m (72) = (52)

Portanto, com a adi¢do da informacao do conhecimento do intercepto
verdadeiro o estimador de minimos quadrados do modelo de regressao
linear simples continua nao tendencioso e apresenta menor erro padrao.
Logo, conhecer o intercepto verdadeiro torna o estimador do coeficiente
angular mais preciso.

. Considere o seguinte modelo de regressao linear multipla y; = x;-'—ﬁ + €

em que €; id N(0,02), x; = (1,...,25,) " e B = (B1,...,B,) ", para i =
1,...,n. Para testar Hy : 82 = --- = 8, = 0 contra H; : B; # 0, para pelo
menos algum j = 2,...,p, sabemos que a estatistica F do teste de razao
de verossimilhangas observada é expressa por

SQReg/(p — 1)
SQRes/(n —p)
_ (n—p) SQReg

~ (p—1) SQRes
~ (n—p)  SQReg/SQT
~ (p—1) (1 —SQReg/SQT)
_(n—p)

, pois R? = SQReg/SQT.

F=

(p—-1)(1-R?

. Considere a Tabela B3 apresentada em Montgomery et al. (2021), em que
sdo descritas as seguintes varigveis: y: Consumo (gpm) e x: Cilindrada
(in®) de uma amostra de n = 32 automéveis de marcas diferentes. A
Figura 1 mostra o diagrama de dispersao entre o consumo e a cilindrada
dos automéveis com a reta ajustada do modelo de regressao linear simples
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considerado na sequéncia, notamos descritivamente uma relagao linear
decrescente entre as cilindradas e o consumo dos automéveis.

y (gpm)

15
1

10
1

100 200 300 400 500
x (in°)

Figura 1 Diagrama de dispersdo entre o consumo (y) e a cilindrada (x) dos
automoveis com a reta ajustada do modelo de regressao linear simples.

Usando que § = 20.22312, z = 284.7312, Z?:lyf = 14324.74,
St x? = 3019001 e > y;x; = 164118.10, para o modelo de re-
gressao linear simples temos Sy, = .o, z;y; — nTy = —20142.84,
Spx = Yo 22 —nx? = 424701 e SQT = > | y? — ny? = 1237.54.
Portanto,

_
Toy = 7511/ T = —0.879, 5’2 = M = 94077
{5,2SQT}z2 (n—p)
By = gfy = —0.047, By =7 — BoT = 33.727.
Logo,

EP(61) :a{w} =1.446, EP(j) :&{Sl } =0.005.

rT

Sabemos que o IC(8;; 95%) é da forma [3; + t(0,975730)ﬁ3(3i)], logo
IC(B1; 95%) = [30.775,36.680] e IC(B2; 95%) = [—0.057, —0.038]. Por-
tanto com o aumento de 100 unidades na cilindrada do automével temos
a diminuigdo de 4.7[3.8,5.7] na média do consumo.

Também temos que 6&/(31,32) = —622/8,, = —0.006. Denotando o
estimador da média do consumo de um automovel de x = 300 cilindradas
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por T = ,81 + ,323007 temos que IC(T, 97%) = [T + t(oyg&go)@(fﬂ =
[18.253,20.745], com

Nl

EP(T) = {\75(31) + 3002Var(B2) + 6006&(31752)} = 0.547.

. Considere o conjunto de dados apresentado no Cap.7 em Ruppert (2004)

em que sao descritas as seguintes variaveis: Tbill: Taxa de retorno livre de
risco; SP500: Retorno do mercado; Micro: Retorno Microsoft; GE: retorno
GE e FORD: retorno FORD de janeiro de 2002 a abril de 2003. Todos
os retornos sao didrios e estao em porcentagem. Defina os excessos de
retorno das agoes de cada uma das empresas durante o t-ésimo periodo por
rMicro; = (Micro; — Tbill:); rGE; = (GE; — Tbill;); rFORD; = (FORD; —
Tbilly), e o excesso de retorno do mercado por rSP500; = (SP500; —
Tbilly). A Figura 2 mostra os diagramas de dispersdo (com tendéncia)
entre os excessos de retorno das agoes de cada uma das empresas e o
excesso de retorno do mercado, vemos que descritivamente que todas as
agoes tém uma relacao linear crescente com rSP500.

rSP500 rSP500 rSP500

Figura 2 Diagramas de dispersio (com tendéncias ciibicas) entre os excessos de
retorno das agoes de cada uma das empresas e o excesso de retorno do mercado.

Ajustamos o seguinte modelo de regressao linear simples para cada ac¢ao
Yy = a + PBrSP500; + €, em que y; sao os excessos de retorno das em-
presas e €; id N(0,0?), para i = 1,...,n. Note que o parametro 3 é o
risco sistematico com a seguinte interpretacao da relagao entre o excesso
de retorno e o mercado: § = 1: equivaléncia (volatilidade similar ao mer-
cado); B > 1: superior (agdo mais volatil do que o mercado) e f < 1:
inferior (agdo menos voldtil do que o mercado). O intercepto é incluido
para controlar eventuais precificagoes incorretas, porém em geral o teste
Hp : @ = 0 nao é rejeitado.

A Tabela 1 apresenta as estimativas dos parametros dos modelos ajus-
tados e os erros padroes. A Figura 3 mostra os graficos da andlise de
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residuos dos trés modelos ajustados, verificamos que em todos os modelos
as suposigoes de homocedasticidade da variancia, independéncia e norma-
lidade das observagoes parecem satisfeitas, apesar de alguns pontos serem

extremos a distribui¢cao normal.
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Figura 3 Anadlise de residuos: Grafico do residuo studentizado contra valor
ajustado na primeira coluna; Grafico do residuo studentizado contra indice das
observagdes na segunda coluna e Grafico normal de probabilidade do residuo stu-
dentizado com banda de 95% de confianga na terceira coluna. Os graficos da
andlise relativos aos modelos para rMicro, rFORD e rGE estao respectivamente na
primeira, segunda e terceira linha.
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Temos que o IC(3; 95%) é da forma [3 + t(049757309)]§1\3(3)}7 logo os in-
tervalos de confianca para o risco sistemético sao [0.83,1.12] para rMicro,
[1.01,1.37] para rFORD e [1.21,1.41] para rGE. Assim, as a¢oes da FORD
e GE sao mais voldteis do que o mercado e a acao da Microsoft tem
volatilidade similar.

Tabela 1 Estimativas dos pardmetros e erros padroes dos modelos
ajustados para relacionar os excessos de retorno das agoes de cada
empresa com o mercado.

Retorno  Parametro  Estimativa  Erro padrao valor-P

« 0.02 0.12 0.8417

rMicro B 0.97 0.07 < 0.0001
o 2.12

a -0.07 0.15 0.6236

rFORD B 1.19 0.09 < 0.0001
o 2.66

« 0.02 0.08 0.8344

rGE B 1.31 0.05 < 0.0001
o 1.48

E, finalmente, a Figura 4 apresenta a banda de confianga com coeficiente
de confianca de 0.95 para prever o excesso de retorno num determinado
dia dado o excesso de retorno do mercado de cada acao, que é dada

. 1
por [ZTﬂ + /c0.050 {1 + ZT(XTX)_lz} 2] ,Vz € IR*, em que, para cada

acdo, B = (o, B) ", z = (1,rSP500) ", co.05 é tal que P{F(27309) <coos5} =
0.95 e X é a matriz modelo.

rMicro

rSP500 rSP500 rSP500

Figura 4 Banda de confianca com coeficiente de confianca de 0.95 para prever
o excesso de retorno num determinado dia dado o excesso de retorno do mercado
de cada agao.
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9. Considere o seguinte modelo y;; = u; + €5, em que €;; g N(0,0?), para
i1=1,...,kej=1,...,n;. Omodelo pode ser expresso de forma matricial
comoy = Xpu+e, com g = (fi1,..., 1) e

[ Y11 ] [10--- 0]

in, 100

va1 01---0
7 Cx— 01.:..0 7

i 00+ 1

LYkni 1 (1) 00 1] (nxk)

em que n = Zle n;. Dessa forma r(X) = k é completo, logo temos que

p=X"X)"'X"y

—1 _
ny 0--- 0 22;1 Y1y Y1
0ng--- 0 Do Y2 )
0 0--mng Z?il Ykj Yk

Portanto fi; = ¥;, Vi = 1,..., k. Também, denotando r;; = y;; — ¥,
temos que

1 & 2 &

Var(rq;j) = Var(yij) + njg _Z;V‘M (yij) - E ; Cov (yija Yik)

= -
o2 202

:0‘2+——
Uz Uz

1
=0’ <1—), parai=1,...;kej=1,... n;.
n

(2
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