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Resolução da primeira lista de exerćıcios do curso MAE0328 dispońıvel no
Texto de Regressão (Paula, 2023).

1. Seja T um estimador de θ e suponha que exista E(T ) e E(T 2), então

E{(T − θ)2} = E[{T − E(T ) + E(T )− θ}2], pois ∃E(T )
= E[{T − E(T )}2 + {E(T )− θ}2 − 2{T − E(T )}{E(T )− θ}]
= E[{T − E(T )}2] + {E(T )− θ}2, pois ∃E(T 2)

= Var(T ) + {Viés(T )}2.

2. Considere uma amostra aleatória independente de tamanho n = 3 de uma
variável X com média µX e variância σ2

X . Tome para µX os seguintes
estimadores T1 = (1/5)(X1 + 3X2 + X3), T2 = (1/2)(X1 + 2X3), T3 =
(1/4)(2X1 +X2 +X3) e T4 = (1/3)(X1 +X2 +X3). Temos que

Viés(T1) =
1

5
E(X1 + 3X2 +X3)− µX = 0,

Viés(T2) =
1

2
E(X1 + 2X3)− µX =

1

2
µX ,

Viés(T3) =
1

4
E(2X1 +X2 +X3)− µX = 0,

Viés(T4) =
1

3
E(X1 +X2 +X3)− µX = 0.

Pela independência, também

Var(T1) =
1

25
Var(X1 + 3X2 +X3) =

11

25
σ2
X ,

Var(T2) =
1

4
Var(X1 + 2X3) =

5

4
σ2
X ,

Var(T3) =
1

16
Var(2X1 +X2 +X3) =

3

8
σ2
X ,

Var(T4) =
1

9
Var(X1 +X2 +X3) =

1

3
σ2
X .

Logo, temos que EQM(T1) = (11/25)σ2
X , EQM(T2) = (1/4)(5σ2

X + µ2
X),

EQM(T3) = (3/8)σ2
X e EQM(T4) = (1/3)σ2

X . Dessa forma, dentre os
estimadores não tendenciosos, T4 tem o menor erro quadrático médio
seguido por T3 e T1, respectivamente.

3. Considere a seguinte regressão linear simples yi = β1 + β2xi + ϵi, em que

ϵi
iid∼ N(0, σ2), i = 1, . . . , n. Sabemos que β̂1 = ȳ − β̂2x̄ e β̂2 = Sxy/Sxx

são os estimadores dos parâmetros da regressão linear simples. Logo, para
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ri = yi − ŷi, temos

Cov(ȳ, β̂2) =
1

n

n∑
i=1

Cov

(
yi,

Sxy

Sxx

)

=
1

nSxx

n∑
i=1

Cov

{
yi,

n∑
j=1

(xj − x̄)yj

}

=
1

nSxx

n∑
i=1

n∑
j=1

(xj − x̄)Cov (yi, yj)

=
1

nSxx

n∑
i=1

(xi − x̄)Cov (yi, yi) , pois Cov(yi, yj) = 0,∀i ̸= j

=
σ2

nSxx

n∑
i=1

(xi − x̄) = 0.

n∑
i=1

riŷi =

n∑
i=1

(yiŷi − ŷ2i )

=

n∑
i=1

[
yi{ȳ + β̂2(xi − x̄)} − {ȳ + β̂2(xi − x̄)}2

]
= nȳ2 + β̂2Sxy − nȳ2 − β̂2

2Sxx = 0.
n∑

i=1

rixi =

n∑
i=1

(yixi − ŷixi)

=

n∑
i=1

[
yi(xi − x̄+ x̄)− {ȳ + β̂2(xi − x̄)}xi

]
= Sxy + nȳx̄− nȳx̄− β̂2Sxx = 0.

n∑
i=1

ri =

n∑
i=1

(yi − ŷi)

=

n∑
i=1

[
yi − ȳ − β̂2(xi − x̄)

]
= nȳ − nȳ − β̂2

n∑
i=1

(xi − x̄) = 0.

n∑
i=1

yi =

n∑
i=1

(yi − ŷi + ŷi) =

n∑
i=1

(ri + ŷi) =

n∑
i=1

ŷi, pois

n∑
i=1

ri = 0.

4. Considere que foi ajustado através do método de mı́nimos quadrados o
seguinte modelo de regressão ŷ = β̂1 + β̂2x, porém o verdadeiro modelo é
expresso por y = β1 + β2x+ β3z + ϵ, em que ϵ ∼ N(0, σ2). Sabemos que

β̂2 = Sxy/Sxx no modelo ajustado, então para uma amostra independente
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de tamanho n do modelo verdadeiro temos que

E(β̂2) = E(Sxy/Sxx)

=
1∑n

i=1(xi − x̄)2

n∑
i=1

(xi − x̄)E(yi)

=
1∑n

i=1(xi − x̄)2

n∑
i=1

(xi − x̄)(β1 + β2xi + β3zi)

=
β2∑n

i=1(xi − x̄)2

n∑
i=1

(xi − x̄)xi +
β3∑n

i=1(xi − x̄)2

n∑
i=1

(xi − x̄)zi

= β2 + β3
Sxz

Sxx
.

Portanto o estimador β̂2 do modelo ajustado é tendencioso, pois
E(β̂2) ̸= β2, de modo que Viés(β̂2) = β3Sxz/Sxx.

5. Considere uma amostra independente de tamanho n do seguinte modelo

yi = β1+β2xi+ϵi, em que ϵi
iid∼ N(0, σ2), i = 1, . . . , n. Suponha que foram

ajustados através de mı́nimos quadrados dois modelos expressos por: (i)

ŷ = β1 + γ̂2x e (ii) ŷ = β̂1 + β̂2x, note que no modelo (i) o intercepto
verdadeiro β1 é conhecido. Sabemos que no modelo (ii) de regressão linear

simples β̂2 = Sxy/Sxx e Var(β̂2) = σ2/Sxx.
Note que modelo (i) pode ser expresso na forma matricial como ẑ =

Xγ̂2, em que z = (y1 − β1, . . . , yn − β1)
⊤ e X = (x1, . . . , xn)

⊤. Devido a
X ser uma matriz coluna, desde que r(X) = 1, temos

γ̂2 = (X⊤X)−1X⊤y

=

∑n
i=1 xiyi − nx̄β1∑n

i=1 x
2
i

=

∑n
i=1 xiyi − nx̄ȳ + nx̄ȳ − nx̄β1∑n

i=1 x
2
i − nx̄2 + nx̄2

=
Sxy + nx̄(ȳ − β1)

Sxx + nx̄2
.

Var(γ̂2) = σ2(X⊤X)−1

=
σ2∑n
i=1 x

2
i

=
σ2∑n

i=1 x
2
i − nx̄2 + nx̄2

=
σ2

Sxx + nx̄2
.
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Note que

E(γ̂2) = E

{
Sxy + nx̄(ȳ − β1)

Sxx + nx̄2

}
=

∑n
i=1(xi − x̄)(β1 + β2xi) + nx̄(β1 + β2x̄− β1)

Sxx + nx̄2

=
β2

∑n
i=1(xi − x̄)xi + nx̄2β2

Sxx + nx̄2
= β2,

e também que

Sxx + nx̄2 ≥ Sxx, pois nx̄2 ≥ 0

=⇒ σ2

Sxx + nx̄2
≤ σ2

Sxx

=⇒ σ√
Sxx + nx̄2

≤ σ√
Sxx

=⇒ EP(γ̂2) ≤ EP(β̂2).

Portanto, com a adição da informação do conhecimento do intercepto
verdadeiro o estimador de mı́nimos quadrados do modelo de regressão
linear simples continua não tendencioso e apresenta menor erro padrão.
Logo, conhecer o intercepto verdadeiro torna o estimador do coeficiente
angular mais preciso.

6. Considere o seguinte modelo de regressão linear múltipla yi = x⊤
i β + ϵi

em que ϵi
iid∼ N(0, σ2), xi = (1, . . . , xip)

⊤ e β = (β1, . . . , βp)
⊤, para i =

1, . . . , n. Para testar H0 : β2 = · · · = βp = 0 contra H1 : Bj ̸= 0, para pelo
menos algum j = 2, . . . , p, sabemos que a estat́ıstica F do teste de razão
de verossimilhanças observada é expressa por

F =
SQReg/(p− 1)

SQRes/(n− p)

=
(n− p)

(p− 1)

SQReg

SQRes

=
(n− p)

(p− 1)

SQReg/SQT

(1− SQReg/SQT)

=
(n− p)

(p− 1)

R2

(1− R2)
, pois R2 = SQReg/SQT.

7. Considere a Tabela B3 apresentada em Montgomery et al. (2021), em que
são descritas as seguintes variáveis: y: Consumo (gpm) e x: Cilindrada
(in3) de uma amostra de n = 32 automóveis de marcas diferentes. A
Figura 1 mostra o diagrama de dispersão entre o consumo e a cilindrada
dos automóveis com a reta ajustada do modelo de regressão linear simples
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considerado na sequência, notamos descritivamente uma relação linear
decrescente entre as cilindradas e o consumo dos automóveis.
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Figura 1 Diagrama de dispersão entre o consumo (y) e a cilindrada (x) dos
automóveis com a reta ajustada do modelo de regressão linear simples.

Usando que ȳ = 20.22312, x̄ = 284.7312,
∑n

i=1 y
2
i = 14324.74,∑n

i=1 x
2
i = 3019001 e

∑n
i=1 yixi = 164118.10, para o modelo de re-

gressão linear simples temos Sxy =
∑n

i=1 xiyi − nx̄ȳ = −20142.84,
Sxx =

∑n
i=1 x

2
i − nx̄2 = 424701 e SQT =

∑n
i=1 y

2
i − nȳ2 = 1237.54.

Portanto,

rxy =
Sxy

{SxxSQT} 1
2

= −0.879, σ̂2 =
SQT− β̂2Sxy

(n− p)
= 9.407,

β̂2 =
Sxy

Sxx
= −0.047, β̂1 = ȳ − β̂2x̄ = 33.727.

Logo,

ÊP(β̂1) = σ̂

{∑n
i=1 x

2
i

nSxx

} 1
2

= 1.446, ÊP(β̂2) = σ̂

{
1

Sxx

} 1
2

= 0.005.

Sabemos que o IC(βi; 95%) é da forma [β̂i ± t(0.975,30)ÊP(β̂i)], logo
IC(β1; 95%) = [30.775, 36.680] e IC(β2; 95%) = [−0.057,−0.038]. Por-
tanto com o aumento de 100 unidades na cilindrada do automóvel temos
a diminuição de 4.7[3.8, 5.7] na média do consumo.

Também temos que Ĉov(β̂1, β̂2) = −σ̂2x̄/Sxx = −0.006. Denotando o
estimador da média do consumo de um automóvel de x = 300 cilindradas
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por T̂ = β̂1 + β̂2300, temos que IC(T ; 97%) = [T̂ ± t(0.985,30)ÊP(T̂ )] =
[18.253, 20.745], com

ÊP(T̂ ) =
{
V̂ar(β̂1) + 3002V̂ar(β̂2) + 600Ĉov(β̂1, β̂2)

} 1
2

= 0.547.

8. Considere o conjunto de dados apresentado no Cap.7 em Ruppert (2004)
em que são descritas as seguintes variáveis: Tbill: Taxa de retorno livre de
risco; SP500: Retorno do mercado; Micro: Retorno Microsoft; GE: retorno
GE e FORD: retorno FORD de janeiro de 2002 a abril de 2003. Todos
os retornos são diários e estão em porcentagem. Defina os excessos de
retorno das ações de cada uma das empresas durante o t-ésimo peŕıodo por
rMicrot = (Microt − Tbillt); rGEt = (GEt − Tbillt); rFORDt = (FORDt −
Tbillt), e o excesso de retorno do mercado por rSP500t = (SP500t −
Tbillt). A Figura 2 mostra os diagramas de dispersão (com tendência)
entre os excessos de retorno das ações de cada uma das empresas e o
excesso de retorno do mercado, vemos que descritivamente que todas as
ações têm uma relação linear crescente com rSP500.

-4 -2 0 2 4 6

-1
0

-5
0

5
10

15

rSP500

rM
ic
ro

-4 -2 0 2 4 6

-1
0

-5
0

5
10

15

rSP500

rF
O
R
D

-4 -2 0 2 4 6

-1
0

-5
0

5
10

15

rSP500

rG
E

Figura 2 Diagramas de dispersão (com tendências cúbicas) entre os excessos de
retorno das ações de cada uma das empresas e o excesso de retorno do mercado.

Ajustamos o seguinte modelo de regressão linear simples para cada ação
yt = α + βrSP500t + ϵt, em que yt são os excessos de retorno das em-

presas e ϵt
iid∼ N(0, σ2), para i = 1, . . . , n. Note que o parâmetro β é o

risco sistemático com a seguinte interpretação da relação entre o excesso
de retorno e o mercado: β = 1: equivalência (volatilidade similar ao mer-
cado); β > 1: superior (ação mais volátil do que o mercado) e β < 1:
inferior (ação menos volátil do que o mercado). O intercepto é inclúıdo
para controlar eventuais precificações incorretas, porém em geral o teste
H0 : α = 0 não é rejeitado.
A Tabela 1 apresenta as estimativas dos parâmetros dos modelos ajus-

tados e os erros padrões. A Figura 3 mostra os gráficos da análise de
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reśıduos dos três modelos ajustados, verificamos que em todos os modelos
as suposições de homocedasticidade da variância, independência e norma-
lidade das observações parecem satisfeitas, apesar de alguns pontos serem
extremos a distribuição normal.
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Figura 3 Análise de reśıduos: Gráfico do reśıduo studentizado contra valor
ajustado na primeira coluna; Gráfico do reśıduo studentizado contra ı́ndice das
observações na segunda coluna e Gráfico normal de probabilidade do reśıduo stu-
dentizado com banda de 95% de confiança na terceira coluna. Os gráficos da
análise relativos aos modelos para rMicro, rFORD e rGE estão respectivamente na
primeira, segunda e terceira linha.
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Temos que o IC(β; 95%) é da forma [β̂ ± t(0.975,309)ÊP(β̂)], logo os in-
tervalos de confiança para o risco sistemático são [0.83, 1.12] para rMicro,
[1.01, 1.37] para rFORD e [1.21, 1.41] para rGE. Assim, as ações da FORD
e GE são mais voláteis do que o mercado e a ação da Microsoft tem
volatilidade similar.

Tabela 1 Estimativas dos parâmetros e erros padrões dos modelos
ajustados para relacionar os excessos de retorno das ações de cada
empresa com o mercado.

Retorno Parâmetro Estimativa Erro padrão valor-P

rMicro

α 0.02 0.12 0.8417
β 0.97 0.07 < 0.0001
σ 2.12

rFORD

α -0.07 0.15 0.6236
β 1.19 0.09 < 0.0001
σ 2.66

rGE

α 0.02 0.08 0.8344
β 1.31 0.05 < 0.0001
σ 1.48

E, finalmente, a Figura 4 apresenta a banda de confiança com coeficiente
de confiança de 0.95 para prever o excesso de retorno num determinado
dia dado o excesso de retorno do mercado de cada ação, que é dada

por
[
z⊤β̂ ±√

c0.05σ̂
{
1 + z⊤(X⊤X)−1z

} 1
2

]
,∀z ∈ IR2, em que, para cada

ação, β = (α, β)⊤, z = (1, rSP500)⊤, c0.05 é tal que P{F(2,309) ≤ c0.05} =
0.95 e X é a matriz modelo.
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Figura 4 Banda de confiança com coeficiente de confiança de 0.95 para prever
o excesso de retorno num determinado dia dado o excesso de retorno do mercado
de cada ação.



MAE0328 - Danilo Silva 9

9. Considere o seguinte modelo yij = µi + ϵij , em que ϵij
iid∼ N(0, σ2), para

i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , ni. O modelo pode ser expresso de forma matricial
como y = Xµ+ e, com µ = (µ1, . . . , µk)

⊤ e

y =



y11
...

y1n1

y21
...

y2n2

...

yk1
...

yknk


(n×1)

, X =



1 0 · · · 0
...

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

...
0 1 · · · 0

...

0 0 · · · 1
...

0 0 · · · 1


(n×k)

,

em que n =
∑k

i=1 ni. Dessa forma r(X) = k é completo, logo temos que

µ̂ = (X⊤X)−1X⊤y

=


n1 0 · · · 0
0 n2 · · · 0

...
0 0 · · · nk


−1 

∑n1

j=1 y1j∑n2

j=1 y2j
...∑nk

j=1 ykj

 =


ȳ1
ȳ2
...
ȳk

 ,

Portanto µ̂i = ȳi,∀i = 1, . . . , k. Também, denotando rij = yij − ŷij
temos que

Var(rij) = Var(yij) +
1

n2
i

ni∑
j=1

Var (yij)−
2

ni

ni∑
k=1

Cov (yij , yik)

= σ2 +
σ2

ni
− 2σ2

ni

= σ2

(
1− 1

ni

)
, para i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , ni.
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