’Gabarito da Lista de Exercicios de SMA0301-Calculo I — Médulo 1‘

Exercicio 1 (F) Os irracionais correspondem a dizimas ndo periddicas.
(V) Por absurdo com x # 0.
(F) Para z=0 € N.
(F) Para z = —1.

(F) Temos V/x* = |x|, para todo x € R.

(V) Por definicdo, [ x—yl=x—y sex—y>0, que € x>y.
Xx—yl=y—x sex—y <0, que ¢ x <y.

(F) Note que para numeros de mesmo sinal, x <0 ey<0oux>0ey >0, essa
afirmacgao € verdadeira:

sex>0ey >0 temos que x+y >0 asstm, x+y|l=(x+y)=x+y = (x) + (y) = x| + |y
sex<0ey<O0 temos que x +y < 0 assim, [x +y| = —(x+y) = —(x) + —(y) = x| + |yl

Porém, para numeros de sinal contrario, x <0 ey >0 oux >0 ey <0, essa afirmagao
nao ocorre:

sex>0ey<0:sex+y>0:|x+yl=(x+y)#(x)—(y) =[x+ yl

sex+y <0 x+yl=—(x+y)#(x)—(y) =K+l
sex<0ey>0:sex+y>0: x+yl=(x+y)#—x)+y) =K +y
sex+y <0 x+yl=—(x+y)#—0x)+(y) =Ixl+y

Ezemplo disso € a duplax =—3 ey =1, onde |-3+1|=|-2|=2#4=3+1=|-3|+]1].

(F) Note quea=+v2cleb=1—-+2¢cl, entdo a+b cQ.
(F) Para a=b =21, temos a.b € Q.

(V) Sejam a =2 eb =% com m,n,k,1 € Z, entdo

k l+k
arb="Tp A o
n 1 nl



Jd que ml+kn € Z.

(V) Analogamente ao anterior sejam a="eb = % com m,n,k,l € Z, entao
k k
ab:T_n_:m_EQ.
n 1 nl

Jd que mk e nl € Z.

(V) Sejam a =" c Q eb €, suponha a+b € Q. Entdo

In —mk

nk €Q

atb=t b+ Moo
k n

Ja que (In—km),nk € Z. O que € um absurdo, pois b € L.

(F) Sejam a=T" € Q eb €, suponha a-b € Q. Entdo

l m In
< k né mkEQ
Jd que In e mk € Z. O que é um absurdo, pois b € L.

(V)n=a-b, acQ eb €l, como mostrado pelo resultado anterior n ¢ Q masn € R

eQ¢=I..nel

3

5, existe uma constante ¢ € R

(V) Se (a,b) pertencem a reta com coeficiente angular
tal que 37“ +c=Db, dondec=b— 37“ Entao note que,

(@+2)3 . 3a+6 2b—3a 2b+6

7 +c > + 5 > =b+3.

Portanto (a+ 2,b + 3) pertence a reta.

(V) Se duas retas sdo perpendiculares e nenhuma delas € paralela ao eizo Oy, entdo

o produto de seus coeficientes angulares é —1. Como nenhuma delas € paralela ao

eizo Yy, entdo o seu dngulo © com o eiwxo x estd em (—%,5) e ndo € nulo, logo, o seu

coeficiente angular € tg(0) # 0. Assim, o coefictente angular da outra reta €

Jcos(0) + sen(0)cos(3)

_sen(3+0)  sen(

7 cos(0) 1
N cos(5 +0) ~ cos(Z)cos(0) — sen(7)sen(0) ~sen(0) tg(0)

7
tg(z+9)

Logo, o produto dos seus coeficientes angulares é —1.

(F) Duas retas sdo paralelas se possuem o mesmo coeficiente angular. Note que se
(1,—1) e (2,2) pertencem a reta R:y = ax+ b entdo temos a.l1+b=—1ea.2+b=2
donde a =3 e b = —4 gque possuem coeficiente angular 3, enquanto a reta S : x—7 = 3y,

2



; L Xx=7 __ ; ; 1
ou seja, S:*5* =y possui coeficiente angular ;.

(F) Note que (—x)*+1 = x*+1 logo a representacdo geométrica do grdfico da pardbola
y=x*+1 € stmétrica com relagdo ao eizo Oy.

(V) Observe que os pontos do grdfico da equagdo y* —x* = 1 satisfazem y? = x* + 1.
Assim se (a,b) sdo tais que b> = a?> + 1 temos também que (—b)? = (—a)? + 1, logo o
ponto (—a.—b) também pertence ao grdfico da equacdo y*—x*> =1 sendo assim simétrico
a retay = X.

(V) E uma pardbola com concavidade para cima e sem raizes reais.

(F) Dividindo a equacdo por 2 temos x* + %2 =1, ou sejaq, (’1—‘)2 + (—})2 =1. Como

N

V2 > 1 seu maior eizo é na vertical.
(V) O vértice é dado por (z—}l’, %), assim paray = 2 — x> o vértice é (%, :—i) =(0,2).

(V) Devemos ter que 5~ >0 e2—x # 0. Assimx # 2 e 5>~ > 0 quando numerador e
denominador possuem o mesmo sinal, 2—x > 0 quando x < 2, logo 5~ > 0 no intervalo
[0,2] como x # 2 o dominio da fungdo € o intervalo [0,2).

(V) A imagem da funcdo h(x) = x* é o congunto [0,+00), assim a imagem de

g(x) = —x? é o intervalo (—o0,0] donde seque que a imagem de f(x) = 4 —x*> € o

subconjunto (—oo,4].

(V) Note que x* +y? = 1 equivale a y* =1 —x?, ou seja, ly| = V1 —x%, comoy >0
temos y = /1 —x?. Portanto € o grdfico de uma fungdo em x.

sen(x)

o5t € a tmagem da funcgao tg(x) que € toda a reta.

(V) A imagem da funcgdo f(x) =

(F) A fungdo g(x) = sen(x) assume wvalores no wntervalo [—1,1], em particular,
—1 < sen(2x) < 1, ou seja, a equagdo sen(2x) = 2 ndo € satisfeita para nenhum valor
de x.

(V) Note que [sen(x) + cos(x)]* — 1 = sen’x + 2sen(x)cos(x) + cos?(x) — 1 =
=1+ 2sen(x)cos(x) — 1 = 2sen(x)cos(x) = sen(2x).

(F) V4 =2, jd que f(x) = /x é uma funcdo e ndo pode ter 2 respostas. (Ver defini-



¢do de fungdo.) Entdo \/x > 0 para todo x por conven¢do, apesar de (—2)* = 4.
(F)VI+16=5+7=+9+/T6.

- : AB _ AB _ A
(F) Para que 1sso seja verdade = = &7 = &

A% =22 implica que C=C* — 1=C, e por-
tanto isso € apenas verdade se C = 1. Porém, com outros valores de C essa afirmacgao

é falsa, como para A =1 e B=C =2 com os quais temos 28 =1 +£ ] 7=

(F) Para que tsso seja verdade B+C AC;CAB = % + % implica que A = AC+ AB —
1=C+B e B+ C=BC, e portanto 1sso € apenas verdade se BC =1 — C=1§—) 1=
B —l—% = BZB“ — B = B?+ 1 que é uma equacdo do sequndo grau com A = —3, e que

portanto nao tem solugcao nos rears. Isso revela que nao hd valores para B e C € R em
que tal afirmagao seja verdadeira.

(V) A fungdo y = x* intercepta a funcdoy = 4 quando os valores dosy forem iguazs,
portanto no instante em que 4 = x*> que apenas ocorre em x = Va4 = +2.

Exercicio 2 Racional uma vez que,

1+v2 _14V2 1442 C1+2V2+2
5T +2V2 = AT +2V21= T +2V2=

Exercicio 3 Sejam a,b as partes do segmento, com a < b. Entao

X =

a b ) ) 2
& b—blo L 40 e gy
b arp o te :>b2+b :><b>+

Resolvendo pela Formula de Bhdskara, vem

a —1+V12—4.71 1445
b 2-1 2

e como a,b >0, entao

a -1+ V5
b 2 ’
que € um numero irractonal. Entdo a =xb. Agora como l = a+ b, vem

—1+V5.  1+4V5
;b=

l=a+b=x-b+b=(1+x)b=(1+ b=¢-b
Se 1 € racional, como ¢ € irracional, vem b irracional. Agora fazendo o argumento
andlogo com b = ;a, vem L= (1+ J—()a, concluindo que a € irracional.

Agora se l € irracional, nada podemos concluir, pois de 1 = db, como ¢ € irracional,
b pode ser tanto racional quanto irractonal.



Exercicio 4 (a) Observe que y* —x* = (y —x)(y +x) e uma vez que y > x > 0 temos
x+1y>0ey—x>0 donde vem (y—x)(y +x) >0, ou seja, y> —x* > 0, isto é,

25 42

Y- > xo.

(b) Basta tomar x =—5 ey =1, temos y > x entretanto x* =25 > 1 =y

(c) Note que para x =0 ey =0, vale \/x =0 = ,/y. Suponhamos que x >0 ouy > 0.
Mostrar \/x < \/y € equivalente & provar que \/y —/x > 0. Temos que

WV y-x
VITVE VT

VT VR= VG- VR-

potsy—x >0 e /y++x>0.

Exercicio 5 Note que

Y= = (y —x)(y? +yx+ ).

Agora note que

1 1 1 2
yz-l—yx-i—xz:yz—i-Z(§x>y+2xz—1x2+x2: <y+—x> +2x2>0.
Logo,
C<yyreuyr-xX*>0eyY—xWY+yx+x*)>08y—x>08x <.

Exercicio 6 Como a € (0,1), escolha r = min{a,1—a} > 0. Mostremos que (a—r,a+1) C
(0,1). Tomex € (a—r,a+71). Comor<a,1—a, temos

x>a—r>a—a=0,

x<a+r<a+(l—a)=1,

logo, x € (0,1).

Exercicio 7 Mostrar que ||a]—|b|| < |a—Db| € equivalente a provar que —|la—b| < |a|—|b| <
la —b|. Temos que

lal =[(a—"1b) + bl <[a—bl+[b] = [a| —[b] < a—bl.
E para a outra desigualdade, temos
bl =I(b—a)+al <[b—al+lal=]a—bl+]al = [b] —|a] < |a—b| = —|a—b| <[a| —|bl.
Portanto, —|a —b| < |a] — |b| < |a — b|.

Exercicio 8 Paraa=1eb=-3 temos|la+b|=]1+(-3)=|—-2/=2<1+3=4.
A nao-coincidéncia ocorre quando os numeros tem sinais opostos. Assim, remete-se
a Relacao Triangular:
la+ bl < la| + bl

5



. 2x — 1 B 2x —1 B
Exercicio 9 ] ’—3<:> T = 13. Logo,
2x — 1 2x — 1
= — :—2 = :—4,
N 35 «x /5 ou N 35 x
Portanto, x:% ou x = —4.

1 1
Exercicio 10 |x+3| < 2 = 4|x + 3| <4§ = Bx+3<2=4x+12|<2=|@x+12)+1]| <
l4x + 12|+ 1 < 3.
Exercicio 11 (a) |1 —3x| <5
I.1—3x<5:>3x>—4:>x>_—4

3
II. —(1—-3x)<5=3x—1<5=3x<6=>x<2

—4

(b) X243 >3
LxX+3>3=x*>0=x>00ux<0
I —(x*+3)>3=xX*>6=>x<—6=AxcR

S = (—00,0) U (0,00).

(c) x*<9=1x|<3
I.x<3
II. - x<3=x>-3

S= (—3,3).

(d) x*>—-1=x*>0,xeR

S = (—o0,00).

(e) x> <6x—5=x*—6x+5<0

Encontrando-se as raizes da fungdo quadrdtica a esquerda da inequagdo (x =1 e
x = 5) e percebendo que a concavidade € para cima, conclui-se que a fungdo tem
imagem negativa para os valores do dominio entre as raizes. Assim,

S= (1,5).

(f) X¥*>27=x>3
S = (3,00).
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(9)

(h)

@,

X —6
>0
x+2

L(x—6>0)e(x+2>0)

(x>6)e(x>—-2)=x>6
. x—6<0)e(x+2<0)
(x<6)e(x<-2)=>x< -2

S = (—o0,—2) U [6,00).

(x+2)(x—3)
x(x2+1)

L (x+2)(x—=3)>0ex(x*+1)<0

((x<—-2) ou(x>3))e(x<0)

x <=2

II. (x +2)(x—3) <0 ex(x*+1) >0

(—2<x<3)e(x>0)

0<x<3

<0

A solugao serd dada pela unigo do conjunto resultante em I com o conjunto re-

sultante em II. Assim,
S= (—o0,—2) U (0,3).

§<x—2 (x #0)

Sex>0=8<x?—2x
¥ —2x—8>0ex>0.

As raizes da fungdo quadrdtica sao x = —2 e x = 4, como a concavidade € para
cima, os valores do dominio para os quais a fung¢do tem imagem positiva devem
estar a esquerda da menor raiz ou a direita da maior raiz. Para que a condi¢ao
x > 0 também seja satisfeita, a solucdo para esse caso é:

x> 4.

Sex<0=8>x*—2x
¥ —2x—8<0ex<0.

Analogamente ao primeiro caso, para esse procuraremos pelos valores do dominio
para os quais a imagem da funcao € negativa. Dada a concavidade para cima,
esses valores devem estar entre as raizes. Para que a condi¢do x < 0 também seja
satisfeita, a solu¢cdo para esse caso é€:

—2<x<0.

Unindo as duas solugdes, teremos:

S= (=2,0) U (4,00).



3 1
) =5 < 217

Se (x —2) e (2x + 1) tém mesmo sinal, ou seja: x > 2 para ambas positivas ou
x < —1/2 para ambas negativas, teremos: 3(2x+1) < (x—2) = 5x < -5=>x< —1.

Para que as condicoes de mesmo sinal sejam também satisfeitas, temos que a
solugdo para esse caso é€: x < —1.

Se (x —2) e (2x+ 1) tém sinais opostos, ou seja: —1/2 < x < 2, teremos: 6x + 3 >
XxX—2=5x>-5=x>—1.

Para que as condigdes de sinais opostos também sejam satisfeitas, temos que a
solugdo para esse caso é: —1/2 < x < 2.

Unindo as duas solugoes, teremos:

S= (—o0,—1) U (=1/2,2).

2 2 2 (v 2
e >x—|—3:>x (x 2)> X+ 3

(k) — =125 7 - IxiD (x#2ex#-2)

Se (x—2) e (x+2)(x—2) tém mesmo sinal, ou seja: x > 2 para ambas positivas ou
x < —2 para ambas negativas, teremos: (x> —x+2)(x —2)(x +2) > (x> +3)(x — 2).
Como x # 2, pode-se dividir ambos os lados da inequagdo por (x — 2),

(xz—x—i—Z)(x-i—Z) >x24+3=2x>-1=x>—1.

Para satisfazer as condigbées de mesmo sinal, temos que a solugdo para esse caso
€ x> 2.

Se (x—2) e (x+2)(x—2) tém sinais opostos, ou seja: —2 < x < 2, teremos: x < —1
(Pots a resolugdo € a mesma do caso actma, basta inverter o sinal da inequagdo).

Para satisfazer as condigdes de sinais opostos, temos: —2 < x < —1.

Unindo-se as solugoes dos dois casos, teremos:

S= (—=2,—1 U (2,00).

(1) x*+2x+2>0

A fungdo mao tem raiz, portanto € positiva para qualquer z real,

S = (—o0,00).

(m) A funcao f(x) = tem dominio Dom(f) = (3, +00).

1
vVx—3



Exercicio 12 Sabemos que a equacao da ret)c(z €y =ax+p. Como a reta r que queremos
encontrar € paralela a x+2y =6 (=y=—=+3), temos que = —1/2.

2

Agora, como r passa por (1,—6), —6 = —1 -1+ pB. Portanto, p = —11/2 er:y =

2
x 11

22
Exercicio 13 Note que os pontos (2,5) e (7,8) pertencem a reta v :3x —5y+19=0 e
considere vi = (7,8) — (2,5) = (5, 3).

Analogamente, os pontos (—1,10) e (5,0) pertencem a reta 1, : 10x + 6y — 50 = 0.
Considere, v, = (—1,10) — (5,0) = (—6, 10).

Como vi -v; = (5,3) - (—6,10) = =30+ 30 =0, temos que 11 e r, sGo perpendiculares.

Agora, lembre que o ponto de intersegdo deve satisfazer as sequintes condigbes:

y =3/5x +19/5
y = —10/6x + 50/6,

wsto €, (x,y) € 11 N1, se, e somente se, 3/5x + 19/5 =—10/6x + 50/6. Portanto, x = 2.
Substituindo o wvalor de x em qualquer uma das duas equagdes do sistema nos dd
y =5. Logo, o ponto de intersegdo € (2,5).

Exercicio 14 (a) Como o coeficiente angular é —2, entdo a reta tem a forma y =
—2x +b. Agora, como (3,—1) pertence a essa reta temos —1 = —2.(3) + b donde
vem que b =5. Portanto, a reta procurada é: y = —2x +5.

(b) 5x —2y=2=y=3x—1

Sabe-se que, para que duas retas sejam perpendiculares, seus coeficientes angula-
res devem ser opostos e inversos. Tendo % como coeficiente da primeira, temos
que o coeficiente da reta procurada serd %2 Sabendo que o ponto (—2,3) pertence

~ 5o 4y =2 11
Assim, a reta procurada €: y = =x+ 3.

(c¢) Primeiro, note que a reta procurada € perpendicular & reta passando pelos pontos

(0,0) e (‘/72, ‘/72>, que € a reta y = z, assim seu coeficiente é -1. Como ela passa
no ponto <§, ?), temos: g = —72 + b, temos que b = /2. Assim sua equacdo
€y =—x++2.

Exercicio 15 (a) Usando a férmula da distdncia de um ponto a reta, vem

qoB1-2-(=2+0 B4 7 _7VI3
3+ (=22 0 V9+4 V13 13




(b) Dado um tridngulo ABC, com os pontos M e N como pontos médios dos lados AC
e BC, respectivamente. Temos,

MN = BC/2+ CA/2 =1/2(BC + CA) = AB/2.

Exercicio 16 (a) x> —6x+y>+8y =0
(x* —6x +9) + (y* + 8y + 16) = 25 (Por completamento de quadrados)
(x—3)P2+(y+4)7?=25
Circunferéncia com rato 5 e centro (3,—4).

(b) x> +y*—10y = —25
x*+(y—57%=0
Ponto (0,5).

(c) x**+y* <1
Circulo aberto (s/ fronteira) com centro (0,0) e rato 1.

(d) x*+y*>1
R —{(x,y) | x* +y* < 0}.

(e) x=—1-y?
Semicircunferéncia com eizo vertical com valores de x megativos.

(f) Nao existe.

Exercicio 17 Como x = 50t, entdo x = % Substituindo em y, vem

que descreve uma pardbola y = ax* + bx +c, para a = _z;Wf b=1ec=0. O projétil

atinge o chao quando y =0, logo,
) 1

:
0=x——=x —x(1—%x

2500 )

. o ~ . . . .~ L 1 o . o
assim, x =0 (que ndo interessa, pois € a posi¢do inicial), ou yzx = 1, assim, x = 2500.

Portanto, o projétil atinge o chao a uma distdncia de 2500m do canhdo. Por fim, como
o trajeto € uma pardbola com concavidade para bairro, entao a altura mdzima € oy do
vértice da pardbola, logo,
A 12—4.2L.0 2500

D0~ = = 625.

1
AN 1 = 77
4qa 4'% 700 4

hm(lX =

Portanto, a altura mdzima € 625m.

Exercicio 18 (a) x = y* diz que x estd em funcdo dey e x € sempre positivo, logo,
é uma pardbola com a concavidade para a direita coma =1, b=0ec=0. O
seu vértice, pelos eixos estarem trocados, € dado por x, = —% =0 e o seu ewxo de
stmetria € dado por Yy, = —% =0. Logo, seu verticie € (0,0)
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Figura 1: Exercicio 16 Item (a)

(b) y = —x? diz quey estd em funcdo de x ey € sempre negativo, logo, € uma pardbola
com a concavidade para baizo com a =—1, b =0 e c=0. O seu vértice € dado

. b . . . . , . A .
por x, = —5- = 0 e o seu ewxo de simetria € dado por y, = —;- = 0. Logo, seu

verticie € (0,0).

A AING ¢ e 7w s W on

Figura 2: Exercicio 16 Item (b)

(c) y* —4x — 4y = 0 pode ser escrito como x = J—‘yz —vYy. Logo, como x estd em funcao
de y e o coeficiente de y* € positivo, entdo é uma pardbola deitada para a direita.
Ela corta o eixzoy em x =0, logo,

1, 1
0=,y —y—y<;19—1),

asstim, y =0 ouy =4. O vértice dessa pardbola (lembrando que x estd em fungao

dey) é
A by [ (P-4l (1)
(_4a’_2a>_<_ 4 : ’_2-%>_(_])2)'

L1
4

O eizo dessa pardbola deve ser paralela ao eizo x e passar pelo ponto (—1,2), logo,
o etzo de simetria € a retay = 2.

o~ ® T s

Figura 3: Exercicio 16 Item (c)
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Exercicio 19 A regido delimitada pelas curvasy =4 —x* e x —2y = 2 € dada por

Exercicio 21 (a)

0 10 E]{}D 20 I()(}(] I (em délares)

(b) Os impostos cobrados sobre os rendimentos de $14.000 e $26.000 sdo, respectiva-
mente, $4.000 x 0,1 = $400 e $10.000 x 0,1 + $6.000 x 0,15 = $1.000 + $900 = $1.900.

(c)
T (em doélares)

25001

10001

0 10;)(](] gnhgg 3(](I]m I (em dolares)

Exercicio 22 (a) Como o custo (C) € linear, temos que C = ax+b, em que x representa
o numero de cadeiras produzidas. Para encontrar a e b basta resolver o sequinte sistema

2200 = 100a + b
4800 = 300a + b,

o qual nos diz que a =13 e b =900. Portanto, C = 13x + 200.

12



(b) A inclinagio do grafico, denotada por a, é 13 e representa o custo marginal (mudanga
no custo total resultante da variagdo de 1 unidade na produgéo).

(c) A intersegdo do grafico com o eixo y, denotado por b, é 900 e representa o custo fixo
da produgdo (aquele que existe independente da quantidade produzida).

Exercicio 23 .

(©) (d)

Exercicio 24 (a) 4.
(b) 3.
(c) 0.
(d) Nao existe pois f(6) = 6 nao estd no dominio de g.
(e) 4.
(f) —2.
Exercicio 25 (a) y=e*—2.

(b)) y=e2.
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(c) y=—e
(d) y=e™.
(e) y=—e™.
Exercicio 26 (a) Polinomial.
(b) Racional.
(¢) Racional.
(d) Afim.
(e) Constante.

(f) Qualquer.

Exercicio 27 (a) Para fungdo f par, temos que f(x) = f(—x), ou seja, ela é simétrica
em relagdo ao eixoy. Agora de uma fungdo f impar, temos f(—x) = —f(x). Assim,
os pontos do grdfico de f satisfazem

(_X) f(—X)) = (_X> —f(X)) = _(X) f(X)),
ou seja, o grdfico de f € simétrico em relagao a origem (0,0).

(b) Como motivagdo, vamos supor que jd existam tais fungbes g e h, com g par e h
impar, tais que f(x) = g(x)+h(x). Como vale para todo x, trocando x por —x, vem

f(—=x) = g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x).

Assim, temos um sistema

Somando as duas equacoes, vem
f(x) + f(—x) = 2g(x),
e subtraindo as duas equacoes, vem

f(x) — f(—x) = 2h(x).

Portanto,
f(x) + f(—x f(x) — f(—x
g = TN L H00 — ().
2 2
E de fato, tomando g e h dessa forma, vem que g € par, h € impar e g(x)+h(x) =
f(x).
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(c¢) Vamos verificar cada uma das fungdes abaizo:
(a) f(x) = € impar, pois f(—x) = (—x)* = —x3 = —f(x).
(b) f(x) =I|x| € par, pois f(—x) =|—x| = |x] = f(x).

(c) f(x) =x(x* —x) € par, pois

(d) f(x) =x*+x* € par, pois

(e) f(x) = :3“ € impar, pois

2+1
(=P () XP—x X Hx
fl—x) = B3 R e e = —f(x).
(f) f(x) =tg(x) € impar, pois
_ _sen(—x) _ —sen(x) _ sen(x) -
f(—x) = tg(—x) = cos(0) — cosl) — costx) tg(x) = —f(x).

Exercicio 28 (a) Dado x real, existe um unico n € Z tal gque n < x < n+ 1. Note
que se x < 2““ , entdo {x} =x—n, e se x > %, entdo {x} =n+1—x. Logo, no
intervalo [n ,2““], o grdfico € a reta x —n (que passa por (n,0) e (%, %)), e em
[Z“Jr1 n+1), o grdfico € a reta n+1—x (que passa por (%, %) e devia passar por

(n+1,0), mas este ponto é completado pelo prérimo n).

Figura 4: Exercicio 19 Item (a)

(b) Dado x € R, existe um tnicon € Z tal que n < x <n+1. Assim, [x] =n. Logo,
no intervalo n,n+1), o grdfico € a funcdo constante n. E em n+ 1, ela tem um
salto para a funcdo constante n+ 1.
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Figura 5: Exercicio 19 Item (b)

(¢) Dado x € R, existe um unicon € Z tal que n < x < n+ 1, logo, [x] =n, assim,
x —[x] =x—n, que € a parte decimal de x. Portanto, o grdfico sGo segmentos de
retas inclinadas periodicas.

Figura 6: Exercicio 19 Item (c)

(d) Dado x € R, existe um dnico n € Z tal que n < x < n+ 1. Divida o intervalo
[n,n+ 1) em quatro sub-intervalos de mesmo comprimento, a saber,

In+1, n+1 2n+1, 2n+1 n+3, 4n+3

) ) [ ), [ e ),
Se x estd mo primeiro, entdo 4x esta em [4n,4n + 1), logo, caimos mo caso do
item (a), que o grdfico € um tridngulo, e o mesmo ocorre nos demais trés sub-
intervalos. Entdo em m,n + 1), {4x} sdo quatro tridngulos de altura 1. Assim,

z.
%{4x} sdo quatro tridngulos de altura ]g.

[n,

Figura 7: Exercicio 19 Item (d)
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Exercicio 29 (a) Como um periodo T deve valer para todo x, em particular, deve valer

(b)

para x =0, logo,
sen(2-0) =sen(2(0+T)) = 0 =sen(2T) = 2T = 0+ 27 ou 2T = 7+ 2n,m,

com ny,n, € Z. Logo,

U
T=nm ouT:E+n27t.

Como T deve ser o menor possivel, poderiamos considerar T = 7, mas note que
1sto nGo € um periodo para f, pois para x = 7, temos
67 3n

fx+T) = sen(z(z + g)) = sen(Z%t) = sen(T) = sen(j) =-1,

=

mas

f(x) = sen(Zg) = sen(%) =1.

Logo, o seqgundo menor € T = m. Este de fato € um periodo para f, pois
f(x +T) =sen(2(x + 7)) = sen(2x + 271) = sen(2x) = f(x).
Portanto, f € periddica e o seu periodo fundamental € .

Pelo mesmo raciocinio, se T é um periodo, em particular, vale para x = 0, logo,
devemos ter
0 =sen(T) + sen(nT) = sen(T) = —sen(nT),

logo, mo circulo trigonométrico vemos que T = —ntl + 2yt ou T =l — w4+ 2n,m,

para Ny, n,; € Z. Resolvendo para T, vem

T 2nym ou T — T — 2N,
T+ 1 T— 1

Assim, como T deve ser o menor possivel positivo, vem

2
n ouT:L.
-+ 1 7T — 1

Mas para x = 5, ndo vale f(x + T) = f(x), para nenhum dos dois T. Portanto, f

nao € periédica. Um outro jeito de provar que nao existe tal T envolve deriwvada.
Suponha, por absurdo, que tal T existe. Deriwando a igualdade

sen(x) + sen(mx) = sen(x + T) + sen(mt(x + T))
duas vezes em relagcdo a x, vem
—sen(x) — sen(mx) = —sen(x + T) — sen(m(x + T)).
Somando as duas igualdades, vem
(1 —m)sen(mx) = (1 —?)sen(n(x + T)) = sen(mx) = sen(m(x + T))).
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(c)

(d)

Na primeira equacgado, isso implica que sen(x) = sen(x + T), logo, T é um periodo
para sen(x), e como o periodo fundamental de sen(x) € 2m, entdo T = 2kmt. Mas
por outro lado, sen(mx) = sen(mx + 7I) diz que sen(y) = sen(y + «l), entdo
novamente, 1l € um periodo para sen(y), logo, ml = 2k'n, assim, T = 2k’. Temos
uma contradi¢cdo, pois 2k’ € racional e 2k7t € irracional.

f nao € periddica. De fato, suponha, por absurdo, que exista um periodo T > 0
para f. Entdo existe um unico interro n tal quen < T<n+1. Assim,

0 =[0+T=0=[T=0=n.

Portanto, 0 < T< 1. Agora considere x = 1—%. Note que 0 < x < 1, asstm, [x] =0.
Mas T T
—1—= —l+=]=1

x+Tl =1 2+ﬂ [+£ )
pois 1 <1+ % < 2. Logo, T ndo € periodo para f. Portanto, f ndo € periddica.
Note que T = 21t € um periodo para f, pois

f(x + 27) = 3cos((x + 27) +2) = 3cos((x + 2) + 271) = 3cos(x + 2) = f(x).

Agora se T € um periodo para f, em particular, para x = —2, vale

f(—=2) =f(—2+T) = 3cos(—2+4+2) =3cos(—2+T+2)=1=cos(T),

logo, T =2km, onde k € Z, logo, o menor positivo € T = 2.

Exercicio 30 (1) (a) %

(2)

(b) 5
(c)
(d) 5
(a) 300°
(b) 84°
(c) 1500°
(d) 36°

Exercicio 31 Sejam (ay, by) e (ar,by) os dots pontos do enunciado. Dado um (x,y) nas
condi¢coes do enunciado, temos

ou seja,



e desenvolvendo,
x? —2apx + af +y? — 2boy + bl = c*x* — 2a;¢*x + c?af + c’y? — 2bicty + c?bl.
Agora agrupando os termos em comum, vem
(c? —1)x* —2(arc? — ap)x + (¢ — y? — 2(bic? — bg)y + c*af + c¢*bf — aj — b = 0.

Como ¢ —1#£0, poisc >0 ec#1, podemos dividir por c> —1 e obter

x> —2 0.

ac? — LN 2b1<:2 — boy N c’aj +c’bi —ag—b§ _
c?—1 c2—1 c?—1
Completando quadrados, vem

X_C11C2—Clo 2+ _ b — by Z_Cz[(ao—a1)2+(bo—b1)z]
1 YT ) T (2—1)2 ’

que € a equacao de uma circunferéncia de centro

Cl]Cz—Clo b]Cz—bo
c2—1 " ¢2—-1 )°

e rato

(CZ_])Z :’C2_1|\/(a0_a1)2+(bo—b1)2.

\/Cz[(ao—a1)2+(bo—b1)2] c

Exercicio 32 (a) A drea de um setor circular de dngulo 0 de uma circunferéncia de
raio v € dada por
0-12
2
Seja 0 € (0,5) tal que tg(0) =3 (A saber, 6 = arctan(3), que € aprozimadamente
1,249). Note que a drea da regiGo esquerda € a drea da regiGo direita. Agora, a

drea da regiao direita é
0-33 0.-22 5
2 22

Assim, a drea é
50 = 5arctg(3) =5-1,2409 = 6, 245.

Figura 8: Exercicio 23 Item (a)
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b)) W)]

flx+h)—f(x) __ (x+h)2+(x+h)—(x2+x)

h - h

— x2+2hx+h24x+h—x2—x
h
_ 2hxth?+h
_ h
= 2x+h+1
[(1)]
f(x+h)—f(x) 3(x+h)+5—(3x+5)

h
3x+3h+5—3x—5
h

3h
h

=3

[(w)]

f(x+h)—f(x) _ sen(x+h)—sen(x)

sen(x)coz(h)+sen(h)cos(x)—sen(x)
sen(x)(cos(h)—1 )}}rsen(h)cos(x)
h

[(w)]

f(x+h)—f(x) _  (x+h)3—x3

h
x3+3x2h43xh2+h3—x3

h
3x2h+3xh24+h3

h
= 3x*+3xh+h?

Exercicio 33 (a) Uma fungdo f € injetora se f(x) = f(y) implica x =y. Assitm, f €
injetora se cada valor do contra-dominio € assumida por, no mdrimo, um Unico
ponto do dominto, logo, geometricamente, cada reta horizontal intersecta o grdfico
de f em, no mdzimo, um unico ponto.

(b) Uma funcgdo f é sobrejetora se para todo y no contra-dominio, existe um x mo
dominio tal que f(x) =y. Asstm, f € sobrejetora se cada valor do contra-dominio
€ assumida por, pelo menos, um ponto do dominio, logo, geometricamente, cada
reta horizontal intersecta o grdfico de f em, no minimo, um ponto.

(¢) Uma funcdo f € bijetora se f é injetora e sobrejetora. Geometricamente, cada reta
horizontal intersecta o grdfico de f em um wnico ponto.

Exercicio 34 (a) E bijetora, pois
f(x) =f(y) =5x+1=5y+1=5x =5y = x =y,

e para cada y € R, tomando x = %1, vem

f(x)zSyT_]—l—1:y—1+1:y.

(b) Nao é injetora, pots f(— 5=1(1), e ndo € sobrejetora, pois —1 nao € assumido

1) =
por nenhum x, pois f(x) > 4, para todo x € R.
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(c) Nao € injetora, pois f(7) =0 = f(%). Mas € sobrejetora, basta checar no circulo

trigonométrico.
(d) E bijetora, pois
fx) =fly) = +4=y' +4=x" =y’ = x= vyl =y

masy > 0, entdo |yl =y, dat, x =y, e dado y € [4,00), tomando x = Vy—4 €
[0, 00), vem

fx)=(Vy—4?2—4=y—4+4=n.
(e) E bijetora, basta fazer a interpretagcdo geométrica no circulo trigonométrico.

(9) E injetora, pelo mesmo argumento do item (d), mas ndo € sobrejetora, pois —1
nao € imagem de nenhum ponto.

Exercicio 35 (a) Nem sempre, por exemplo, a inversa de f(x) = x € g(x) = x, que €
diferente de J—(
(b) O item (a) admaite tnversa g(x) = %, o item (d) admite inversa g(x) =vx—4 eo
item (e) admaite inversa g(x) = arctg(x). As outras fungbes ndao admitem inversa
pelas sequintes razoes:

(b) e (g) - Diferentemente da letra (d) na qual € restringido com um inter-
valo tanto o dominio quanto a tmagem, essa fung¢ao ndo tem Im(f), ou D(g),
restringido, e por causa disso temos que nem todos os valores do dominio D(g)
encontram resposta dentro da imagem Im(g), como por exemplo g(3) = v/—1.

(c) - f(x) = cos(x) normalmente tem a tnversa g(x) = arccos(x), em que g :
[—1,1] — R. Todavia, ao se colocar que o dominio de f(x) se restringe a [O, 37“}
significa que a 1magem de sua tnversa também deveria ficar restrita a esses valores.
Contudo, para essa faiza de imagem Im(f) usada, g(x) pode acabar devolvendo
valores fora dela, ezemplo disso € ¢(0,5) = —5 = 5—3P—i, que estd fora do intervalo
do dominio D(f).

Exercicio 36
eX
1+ 2ex

Y= S y(1+42e) =e"

S y+2yet =e”
Sy=¢e(1—-2y)
S lny=x+1In(1-2y)
Sx=Ilny—In(1-2y)

o Yy
(:)X—ln(]_zy).
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Exercicio 37 Seja H, h, d e c a altura do poste, a altura do homem, a distdncia entre o
homem o poste e o comprimento da sombra, respectivamente, podemos considerar uma

semelhanga de tridngulos em que temos como lados semelhantes H ~h e (d +c¢c) ~ c.
H (d+c)

Sabendo que a razao entre as semelhangas sao iguais, temos que 3 = ——, 1solando
o c temos ¢ = (th) Por fim, trocando H e h por 4,5m e 1,8m temos a funcgdo final

c(d) = dgz5 = d3% = d3.

Exercicio 38 Como ambos saem do mesmo ponto, podemos considerar este ponto como
a origem do plano cartesitano. Como as trajetorias sao retilineas e perpendiculares,
sem perda de generalidade, podemos supor que o homem que caminha com velocidade
de 2 km/h anda no eizo z e que o homem que caminha com velocidade 3 km/h, no
eixo y. Desta forma, as trajetérias em funcdo do tempo sao, respectivamente, (2t,0)
e (0,3t). Aplicando o teorema de Pitdgoras para calcular a distdncia entre os dois

homens teremos que:
=/(2t)2 + (3t)2 = V13t

Exercicio 39 Como a densidade p aumenta linearmente com a profundidade h, entdo
basta termos dois pontos para encontrar esta reta. Seja x a profundidade do reserva-
torio. Sabemos que na superficie, ou seja, h =0, temos densidade p = py, e no fundo,
para h = x, temos denstdade p = p;. Logo, o coeficiente angular desta reta €
_ P1—Po _ P1—Po

x—0  x

Assim, p = P—"h 4 q, e como para h =0 temos p = py, entdo q = py. Portanto,

o(h) = P1— Po
X

Exercicio 40 (a) Representa uma pardbola, com concavidade para baizo, que corta o
ezo x em (0,0) e em (4,0).

———h + po.

(b) A altura mdzima € oy do vértice, que é dada por

£-4.(-1)-0 16

max — = =4
h 4.(-1) 4 ’
e o seu wnstante € o x do vértice, que é dada por
4 4
to=— =——=2
°T 2= 2



Exercicio 41 Seja T a projecdo ortogonal do ponto R no segmento OP. Se S estd entre
O e T, podemos fazer semelhanga de tridngulos para obter que a altura do tridngulo
sombreado € x e, dai, a drea €

XX X
A = — = —
Agora, se S estd entre T e P, entdo a drea A € a soma da drea do tridngulo ORT, que
é 275, com a drea do retdngulo sombreado, que € 5- (x —5). Portanto,
25 25
Alx) :5x—25+7 :5x—7

Portanto,

Exercicio 42 Sejam a e b a medida dos lados do retdngulo. Como o seu perimetro é
2p, entdo 2a + 2b = 2p, logo, a +b =p. A sua drea € dada por

A=a-b=a-(p—a)=pa—a’.

Logo, sendo uma pardbola com concavidade para baizo, a drea mdxima ocorre para a
sendo o x do seu vértice, logo,

assim,

P_P
b:p—a:p—zzi.

Portanto, o retdngulo € um quadrado com lado medindo ¥.

Exercicio 43 Cologquemos este fio no eixo x, de modo que a extremidade esquerda seja
x =0 e a extremidade direita seja x = 10. Seja x a posig¢ao do corte feito. Sem perda de
generalidade, usemos o primeiro segmento, de comprimento x, para formar o quadrado
de lado 1, e o segundo segmento, de comprimento 10 —x, para formar a circunferéncia

de raio r. Assim, <
41 =x = 1= Z,

logo, o quadrado delimita uma drea
x\2 X
A == ],2 == <—> = —.
alx) 16

Agora
10 —x

2

2mr=10—x=r=

logo, a circunferéncia delimita uma drea

—x\? _ 2
AC(X):H-TZZT((]O x) _ 100 —20x +x 1T, 5 25

271 47t 47t T W

23



Asstm, a soma das dreas €

1 1 5 25
Alx) = Ag(x) + Adlx) = (Ht N E) -2 B

Note que é uma pardbola com concavidade para cima, logo, o mdzimo ocorre em x =0

oux=10. Mas
25

Tt

A(0)

1 1 5 25 25
A(10)=(—+— )10 =210+ = ==,
(10) (47{ * 16> s * n 4
Como m < 4, entao 2;5 > %‘—5. Portanto, a drea mdxima ocorre para x = 0. Usamos o fio
inteiro para a circunferéncia.

Exercicio 44 Se 0 < x <5, entdo podemos fazer semelhanca de tridngulos e pelo caso
AA (é@ngulo-dngulo) podemos concluir que a altura do tridngulo sombreado € 2x, pois

10 5

—=—=h=2x.
h x:> x

Logo,
Alx) = x-(ZZX) — 2

Agora, se 5 <x <10, entdo a drea sombreada € a soma da drea do tridngulo reténgulo
esquerdo, que € 5'% = 25, com a drea sombreada no tridngulo direito. Para encontrar
a drea sombreada no triangulo retdngulo direito podemos fazer semelhanca de tridn-
gulos, usando o caso AA (Gngulo-dngulo), para concluir que a altura do tridngulo néo
sombreado € 20 — 2x, pois

%Zﬁéhzﬂ)—b@
Logo,
Alx) = 25— (10—x);20—2x) _ 5 2x2—4(;x+200 2420 7.
Portanto,
2
AlX) :{ i;2+20x—50, giii?o '

Exercicio 45 Seja h a medida da altura do tridngulo inscrito. Assim, a altura divide o
segmento OB em dois segmentos, de medida m e n, respectivamente. Note que usando
a definicdo de tangente para o dngulo direito, temos
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Agora, o dngulo da esquerda é 90° — 0, logo, usando a definicGo de tangente, temos

h sen(920°—0) cos(0) 1
— =1tg(90°—0) = = = .
m 9(90 ) cos(90°—0) sen(0) tg(0)
Logo,
h 1 tg?(0) + 1
b=m+n=htg(0)+ ——=h| tg(0 +—):h(— .
0(0)+ 151 = (1900) + i) t9(0)
Portanto,
__btg(0)
- tg?(0) + 1
Assim,
btg(0)
A(0) = b o __bg(0)
2 2(tg?2(0) +1)°

Exercicio 46 Note que drea da base = (20 — 2x)(12 — 2x), altura = x e volume = drea
da base x altura = (20 — 2x)(12 — 2x)x = 4x> — 64x + 240.

Exercicio 47 Dom(h) = f~'(Dom(g) N Im(f)).

(a) Dom(g) =R, Dom(f) =R Dom(h) =R
Im(g) =R, Im(f) =R, Imh) =R
(b) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,4+0c0) Dom(h) = [0,+00)

Im(g) = [2,+00), Im(f) =[0,+00),  Im(h)=I[2,+0o0)

(c) Dom(g) =R —{0}, Dom(f)=R—{-1} Dom(h) =R —{-1}
Im(g) =R —{0}, Im(f) =R —{0}, Im(h) =R —{0}

(d) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,400) Dom(h) = [0,+0c0)
Im(g) = (0, 1], Im(f) = [0, +00),  Im(h)=(0,1]

(e) Dom(g) =R, Dom(f) =R Dom(h) =R

(f) Dom(g) =R, Dom(f) = [0,+0c0) Dom(h) = [0,+00)
Im(g) =R, Im(f) = [0,+00),  Im(h)=[0,+0o0)

(g) Dom(g) = (0,4c0), Dom(f) =R h ndo estd definida
Im(g) =R, Im(f) = (—o0, 1],

(h) Dom(g) = R, Dom(f) = [1, 1
Im(g) = (0,+00),  Im(f) = [0, 1], Im(h) = [1, ¢]

25



Exercicio 48 Se f e g sao pares, entdo f(x) = f(—x) e g(x) = g(—x). Logo,
fog(x) =1f(g(x)) =f(g(—x)) =fog(—x)

g o f(x) = g(f(x)) = g(f(—x)) = g o f(—x],

e portanto fog e gof sdo pares.
Se f e g sGdo impares, entdo f(x) = —f(—x) e g(x) = —g(—x). Logo,

fog(x) =1(g(x)) = f(—g(—x)) = —f(g(—x)) = —fo g(—x)

gof(x) = g(f(x)) = g(—f(—x)) = —g(f(—x)) = —g o f(—x),

e portanto fog e gof sao impares.
Se f € par e g € tmpar, entdo f(x) = f(—x) e g(x) = —g(—x). Logo,

fog(x) =f(g(x)) = f(—g(—x)) = f(g(—x)) = f o g(—x)

g o f(x) = g(f(x)) = g(f(—x)) = g o f(—x],

e portanto fog e gof sao pares.

Exercicio 49

(a) g '(x) = 3—( e Dy ={xeRyx#0}
(b) g1(x):xiz—1 e Dy ={xeRyx#2}
() gl(x)= x1—1 —1 e Dgr={xeRx#-1}

d g'x)=vx+T+1 e Dy ={xeRyx>—1}

(6) g'x)=vx+T14+2 e Dy ={xeRx>-1}

Exercicio 50 Se x € o lado do tridngulo equildtero, entdo o seu perimetro é 3x. Apli-
cando o Teorema de Pitdgoras, obtemos a sua altura h = \/757(, logo, a sua drea €

x-Bx /32
2 4

Exercicio 51 Seja a a aresta do cubo. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos que
a diagonal da face da base mede \/2a e, consequentemente, a diagonal mede d = v/3a.
Portanto, a aresta em funcao do comprimento da diagonal é

1 3
14V
BT 3
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Assim, a drea da superficie é

2
6-a’=6- (?d) =6%d2=2d2,

e o volume do cubo €
da’ = ﬁ

3
27 9d'

Td

(2

Exercicio 52 Se uma curva simétrica em relacdo ao eixo x € grdfico de uma funcgao f,
entao (x,f(x)) estd na curva se, e somente se, (x,—f(x)) estd na curva. Agora, dado x
no dominio da f, (x,f(x)) e (x,—f(x)) estdo no grdfico, mas como um ponto x sé tem
uma 1magem, devemos ter

f(x) = —f(x) = 2f(x) =0 = f(x) = 0.

Portanto, f € a fungao nula.
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