Aula 14 - Exercicios

Funcdes Trigonométricas inversas
Motivacao para derivada

Primeiro Semestre de 2023
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Questdo 2 Considere a fungio f(x) = sin(rx) + cos(3wx). E correto afirmar que:
(a) f é uma fungado par e periédica de periodo 27.
(

b) f é uma funcao impar e periddica de periodo 2.

(
e

)
)
¢) f é uma fungdo par e periédica de periodo 2.
) f é uma fungao fmpar e periddica de perfodo 2.
)

(e) f é uma fungdo impar e periédica de periodo 7.

(f) Nenhuma das op¢des anteriores.
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Grafico de f(x) = sen(mx) + cos(37x)




Gréfico de f(x) = sen(7x) + cos(37x)




Gréfico de f(x) = sen(7x) + cos(37x)
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Exemplo
A inversa da fungio f(x) = sen(x), para x € [-5 , 5], é a funcdo

g(x) = arcsen(x), para x € [-1,1].

[—§7 %] com imagem o intervalo [—1,1]. Portanto, existe a
funcdo inversa g(x) = arcsen(x), para x € [—1,1], dada por
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Graficos seno e arco-seno

0.5+

-1.0+
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Exemplo
A inversa da funcdo f(x) = cos(x), para x € [0, 7], € a fun¢do

g(x) = arccos(x), para x € [-1,1].

Solucdo: Observe que _ - no intervalo

[0, 7] com imagem o intervalo [—1, 1]. Portanto, existe a fungdo
inversa g(x) = arccos(x), para x € [—1,1], dada por
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Graficos cosseno e arco-cosseno
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Exercicio: Definicdo das outras inversas trigonométricas:

(a) arctg(x); (b) arccotg(x);

(c) arcsec(x); (d) arccossec(x)

» Para (a) considere a fungdo tg(x) definida no intervalo
(—71'/2, 7T/2)

» Para (b) considere a fungdo cotg(x) definida no intervalo
(0,7)

» Para (c) considere a fungdo sec(x) definida em
[0,7/2) U [m,37m/2)

» Para (d) considere a fun¢do cossec(x) definida em
(0, 7/2] U (7, 37/2]
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Graficos tangente e arco-tangente

lim arctg(x) = T lim arctg(x) = T

X—00 2 X—+—00 2
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Graficos cotangente e arco-cotangente
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Graficos cotangente e arco-cotangente

lim arccotg(x) =0 lim arccotg(x) =7
X—>00 X—»—00
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Graficos cossecante e arco-cossecante
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Motivacdo para derivada (a partir daqui para P2)

Exemplo
Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua. Seja X um ponto de
maximo (minimo) de f.
. f(x) — f(x . -
Sex € (ab), e Im_L_() = L existe, entdo L = 0.
X—>X X — X

Diremos que L, quando existir, serd a derivada f em X e
escreveremos L =: f'(X).

De fato: Como f(x) < f(x) para todo x € [a, b] e como
x € (a, b) temos do Teorema da Comparagdo que

Logo L=10p



Exemplo
Seja f(x) = x3 —3x + 4, encontre os candidatos a pontos de
maximo e minimo locais de f.

Solucao: Vamos procurar por pontos X tais que

Ou seja X =1 ou X = —1. Veremos mais tarde que X =1 é um
minimo local enquanto que X = —1 é um maximo local.
Exercicio

Explore essa idéia para uma fungdo quadratica f(x) = ax?>+bx+c,
com a,b,c € R. Conclua que, se a> 0 (a <0), f assume o seu
minimo (mdximo) em —b/2a
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Motivacdo para derivada

Seja x = f(t) uma equagdo hordria do movimento de uma
particula sobre a reta real x. Entdo f(t) descreve a posicdo da
particula no instante t, para cada t € R.

A velocidade média da particula entre os instantes ty e t é
dada por

distancia percorrida  f(t) — f(to)

tempo decorrido t—tp

e a velocidade instantanea ou simplesmente velocidade da
particula no instante ty é dada por

()= fiy TG
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Consideremos a seguinte figura.
1 f

o = o)
t—tg

/' y — f(to) = to)
/ Tt

it

F(E)] o T v—f(to) = m(x — 1)

to t
X

Notemos'que, quando t se aproxima de ty, a reta T; “tende” a
ocupar a posicao da reta T, ou seja, o _ da

reta T;, tende para o valor do _ dareta T.

%am, quando t— to, ou lim (=) _
° t—ty tfo

Logo, m=v(tp).
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Fazendo a mudancga de varidvel _ temos

Portanto a equagdo (1) pode ser reescrita como

f(tO == h) = f(to)
p .

(o) =

Agora, podemos dar a definicdo seguinte.
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A derivada: Definicao

Definicao
Sejam f: Df — R uma fungdo e p € Df um ponto de acumulagdo de Dy .

> Se existir o limite lim [X=fE) _
X—p X=p

L e R, diremos que L € a

derivada de f em p e escreveremos

i f(x)—f(p) _ . fp+h)—£(p)
(P) L= )!I—>p X—p lIJinO h i

» Se f admitir derivada f'(p) em p, diremos que f é derivavel
ou diferenciavel em p.

» Se f admitir derivada em todo ponto de AC Dy, diremos que f
€ derivavel ou diferenciavel em AC Df. Se A= Dy, diremos
simplesmente que f é derivavel ou diferenciavel.
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Exemplo (A)
Seja f(x) = 2x? — 3. Entdo
(a) £/(0)=0; (b) f(2)=8; (c)f'(p)=4p.

Solucdo: Por definicdo

e em geral, para qualquer p,
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Exemplo
Mostre que f(x) = |x| ndo € derivavel em 0.

F(h)—f
De fato: Verifiquemos que '(0) = i|7im0 w ndo existe.
_>

Calculando os limites laterais, temos

f(h)—F(0)

Portanto n3o existe llim ——5—,ou seja, ndo existe f'(0).
—0
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Reta Tangente e Reta Normal

Conforme vimos, podemos interpretar a derivada como a inclinacdo
da reta tangente ao grafico de uma funcao.

Definicdo (Reta Tangente e Reta Normal)

Se f é diferencidvel em p, a reta tangente ao gréfico de y = f(x)
em (p, f(p)) € dada por

y =f(p)+ f'(p)(x — p) (Equagio da reta tangente).

Definimos a reta normal ao grafico de y = f(x) em (p, f(p))
como a reta por este ponto que € perpendicular a reta tangente.
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b X

Se f'(p) =0, x = p é a reta normal.

Se f'(p) # 0, temos que as retas ndo-verticais por (p, f(p)) sdo da
forma y = f(p) + a(x — p) onde a é o coeficient linear. Neste
caso, a reta normal é tal que a-f'(p) =—1, i.e,

y="f(p)— ﬁ(x - p) (Equagdo da reta normal).
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Exemplo (A - Continuagdo)
Seja f(x) = 2x? — 3. Determine a equacdo da reta tangente e da

reta normal ao grdfico de f nos pontos

Solucao:

() reta tangente € y = —3 e a reta normal é x = 0.

(b) J& vimos que f’(2) = 8. Portanto, a equagdo da
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Exemplo
Determine a equaco da reta tangente ao grafico de f(x)=2x>—3

e paralela a reta y = 2x + 3.

Pela condicdo de paralelismo, devemos ter que

Portanto a equac¢do da reta tangente é
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Taxas de Variacao

Uma outra interpretacio da derivada é como uma taxa de variag3o.

Consideremos, novamente, o problema de uma particula que se
desloca sobre o eixo x segundo a equagdo hordria x = f(t).

Definimos a velocidade instantinea como o limite das velocidades
médias em intervalos cada vez menores.

Deste modo, a velocidade instantanea da particula no instante t é
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De maneira andloga, a aceleracao média da particula entre os
instantes t e t+ At é dada por

onde v(t+At)—v(t)é a variagdo da velocidade entre os instantes t
e t+At, e a aceleracao instantaneaou simplesmente aceleracao
da particula no instante t é dada por

SMA 0301 Calculo |



Exemplo

Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que, no instante t,
a posicdo x é dada por x = t?, t > 0, onde t é dado em segundos
e x € dado em metros.

(a) Qual a velocidade da particula no instante t?

(b) Qual a aceleragdo da particula no instante t?

Solucao: A velocidade ¢ a derivada da fungdo posi¢do, logo

e a aceleracdo é a derivada da velocidade,

SMA 0301 Calculo |



Suponhamos agora que uma quantidade y depende de outra
quantidade x, de modo que y é uma fun¢do de x, ou seja y = f(x).
A taxa média de variacao de f entre x e x + Ax é dada por

A taxa de variacao (instantinea) de f em x é dada por

e coincide com a derivada f'(x) de f em x.
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Observacao: A taxa de variacdo tem uma interpretacdo especifica
dependendo da ciéncia a qual se refere. A seguir alguns exemplos:

. Ent3o definimos a

lagdo ao comprimento, ou seja, p(x l

re

s_

isto é, V(P).
Consideramos a taxa de variacao do volume em relacdo a

press3o, ou seja, V/(P). A
V'(P)
T

definida por 8 = —
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relagio ao tempo f'(t) é chamada [taxalde crescimento).

» Suponha que _ da producido de x

unidades de um produto dado. A
em relacdo ao ndmero de itens produzidos C’(x) é chamado
de
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