
Álgebra Linear e Aplicações 

•Método de Gram-Schmidt e decomposição QR.



METODO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA:SESA S ={m,..., an? CRY un CONJUNTO LINEARMENTEINDEPENDENTE. LOGO Existeum

Conjunto optoNormal B = (e, ..., en3 +AL aue(m, ..., mm] =(e,,..., ex), PARATODO RESC, ..., n].

OBS:Aavi (z,,...,zn]=9a,z,+... +anzn:anERY EO ESPAÇO GERADO DO Ig,, ..., zn?
DEMO:FAREMOS APROVA POR INDUCEO FINITA.

O TEOREMAVALEPARAn=1:

SEOAS ={m,3. NESTE CASO, BASTA DEFINIR O-Fall. Assim, B =[e).

SEO TEOREMAVALEPARAUIC, ENTES ELE VALEPARAn+1:

SENA S =9 m, . . . . , Mn, Mn+13. PELAHIPOTESEDEINDUSEO, I 91...., end TALQue

[~...., j) =(e,..., ej], Fje 91, ..., n}.

DEFINICEU DEent

DEFinimOSon,g(Unt juti?NotQuente0!ois E
Ene,

=>SM,
...,
unt13 NEOE L. I. ABSURDO. Assim, PODEMOS DEFINIR On-lin

NOTEQUEO conjunto (e.,..., enY E ORTONORMAL.

Como Igl=1, je 92,..., n +B =[ej,en7 =Sg, PARA j,kE[1,..., n], FALTA APENAS

MOSTRARQUE(ej, en 11) =0, jess,..., n}. DE FATO, TEMOS PARA1e(t....,n):

Cones, en):Hennill- (unes, ex-amej() =Hennill-"Kaneen) - (amee)) =0.



PorFin, vamos mostraque[m,..., anal =2e,..,enl.

DE FATO, 2,0, +... +Gnen+Gn+i&n+=iest... +anentant
↳ ents-ill (mnt-Elunes,calen).

=>

Bim,+... +Burnt in un e [us...., numa J
↳ (eis ..., en)=(m,..., un)

Logo (e.. ..., en+] c[m,, . . . , un+1].

POR OUTRO LADO, X14, +... +GuMn+ant1Mn+=Seemoerca, as↳

=>

Bia +... +Buen+lenillanment e (e....., en, enal
↳ (eis ..., en) =(m,,..., un)

2000 (e.. ..., enil> (m,, . . . , un+i) ⑰

O TEOREMAACIMANOS FORNECE O SEGUINTEAlgoritmo.

ALGORITMO (GRAM-SCHMIDT)
ENTRADA:I VETORES L. I's 9M,..., un3 DE IY.
SAIDA:N VETORES ORTONORMAS Se,,...,enCA* this are(m.,...,m]=(e,,...,en], Febn

EM PARTICULAR, 9e.,..., en3 E BASE ORTONORMAL DE[M1 , ..., mn).

&1 =Full
PARAj

=2,..., n.

-Elemente



e

Exemplo.5= 912"), 1513
2 -il=1,)

52 (132),)
=15,2) - (51) =1 -5,

02 ( (3,2) =(5,) +1 -5,5) =f(2,1) +)-5,)
B =(a,22) =((,5),1 -5,5))

OBSERVE QUE:

OBS:NOTEQUEMi =e, (m,) =[a]
I

Ma =5a+ 522 [n,,M2] =[0,,2]
M3

Exemplo 2: S =(11, 0), 5,03
e== 1,0,t

8 =(1,0,0) - ((,0,), (1,0,0K7 (t,0,t) =(1,0,0) - (t,0,2) =( +I,0, -6)
e

=F =5 =(5,0, -) =(,0,-).

8 =(2,1,0) - ((2, 1,0), 1,0,)7 (, 0,5)-(12, 1,0), IE, 0,1) Is, 0,)
=(2,1,0) - (1,0,1) - (1,0, -1) =10,1,0)

23 =F1 =10, 1,0).

B =(0,22,23) =(1,0,), (, 0,-), 10, 1,01].

OBS:NOTE QUEMi =de [e,) =(m)
Ma

=e+ (a,22] =[m,,u]
My =(e, +5222 +23 (4,22, es] =[m,,n2,m].



DECOMPOSIÇÃO QR

SESA AUMAMATRIZm/h. SUPONHAQUEAS COLUNAS DE A SESAM VETORES

LINEARMENTEINDEPENDENTES DE IRM IPARA ISTO E NECESSÁRIO QUEMYn).

Assim, A =(r...i), ge", jese,..., n.
APLICANDO GRAM-SCHMIDT AO CONJUNTO S = (r,...,n, consinuimos um

CONJUNTO ORTONORMAL (e.,..., en TAL QUE(8, ..., r) =(a. ..., en), fee,..,n).
↑

Portanto, uje(e..., eg). Logo v =rijen
SEOE AMATRIZDO DEFINIDA POR Rij =(nis, es
1000 y=eRig. Assim,

1 =1.)-tl
=

Noteare=(-1/p...b)= (g)-I.



PROVAMOS, ASSIM, O SEGUINTERESULTADO

TEOREMAL:SESAAUMAMATRIZma CUSAS COLUNAS SEO VETORES LINEARMENTEINDEPENDENTES EM IRM
e -

LOGO ENSTEM MATRIZES &man E R nn TAS QUE:

i) A=QE
ii) ②E =I, I AIDENTIDADEnan.

ini) R UMAMATRIZTRIDIAGONAL SUPERIOR.

Corocário:SESAAUMAMATRIZMA CUSAS COLUNAS SEO VETORES LINEARMENTEINDEPENDENTES EM IRM

L000 ENSTEM MATRIZES &mim ER man TAS QUE:

i) A =QR

ii) & E UMAMATRIEORTOCONAL

ini) RE UMAMATRIETRIANGULAR SUPERIOR.

Demo:Sabemos ausA =(y.4) =(!..)(r)
SESAM ent,..., em E IRM tAis erE (e,,..., em SESAUMABASE ORTONORMAL DEIM.

DEFINIMOS AMATRIZ ORTONORMAL a =(...) E AMATRIZTRIANOUCA superion R=/ ).
EM QUEE Matrizna como no TEOREMA 1 E O E AMATRIZNOLA(m-n)n

I
Assin aR =11..m) (eng) -( Reen... Renner I
Notequea Reien-E Reien=E, enien =w.. Los QR=(4.....) =A



EXEMPLO1: A =(23) SADEmosar (2) =(E)
(2) =() +(2)

1000 & =

((t) =R =

(55) - (237 -(E)).E]
EXEMPLOG:A =

/o )
sabemos ave(0)

=

r() (i)(E)(F)()-ratroll
% E R =re)

1000 &=/oL

=> I 682)tall
APLICACAO MMQ:SEA =GR, ENTEO ATAX =ATA EQUIVALEA

RQRX =RTb RTRA=RTb E AEEsaver! RE mianarca superior.



EXEMPLO: ACHE1 =(x,x) +AL QUEG11,0,1) +x211,0,0) SESA AMELHOR

APROXIMACAO DE 11, 2, 3), ISTO E, X MINIMIZA (1-a -x +2+B- a).

QUEREMOS "RESOLVER"INO SENTIDO DE MMQ) O SISTEMAABAIXO:

I
I

foialtoshSisEnsavel.Elee
18 ) () = (8)(?)(
100062 = - 2= - 2

Ex +5 x=25 =(x, =2 +1 =3 =x, =3.

PORTANTO, 3: 11,0,1) -2(1,0,0) =(1,0,3) EO VETOR PROCURADO.



OBSERVACES FINAL: SE A =QR, PODEMOS ACHAR FACILMENTEOS ELEMENTOS DER.

SESA

M1 =M,1q)

li...aild"se
I

!vineGringe eameninagrtis giten gerqgtqfrearee
EXEMPLO 1: [s)-Elit
en =q,M, =(,), 12,1)) =5, e =qua=(,), (3,2)) =, as =qr =(1-,), 13,217=5.

I
qu
↓
I

=>B =(5

ant toaEXEMPLO 2: I -

I E 1
in =q,n, =((5,0,),(1,0,1)) =5
22 =

q,
M =((,0,), (1,0,0))= I is =/*T

+13 =

q, M3 =(15,0,), 12, 1,0)7 =E2 =>
T

2x=q2M
=7 (5,0, -), (1,0,0)7 =i

I

723 =q2 M3 = 1,0,-), (2,1,0)7 =E

233
=qus =((0,1,0),12,1,0)7 =1


